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Hoàng Chúng ( Chủ biên ) 
Nguyên Vĩnh Cân 
Vu Thế Hựu 


ĐỂ HỌC TỐT 

TỌÁN 8 

HỈNH HỌC 

(Túi bản lần thứ nhất) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 
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Hoàng đế Ai cập Ptolémée hỏi nhà toán học 
Euclide: 

_ Không lẽ ta lại phải đọc đủ cả 13 quyển trong 
bộ sách của nhà ngươi sao? Như mọi vị vua anh 
minh khác, ta cần biêt hình học là gì nhưng nhà 
ngươi hãy nói cho ta hay, liệu ta cồ thể đến với 
hình học bằng con đường khác ngắn hơn không? 

- Tâu bệ hạ, trong khoa học không cỏ con đường 
dành riêng cho vua chứa, mà chỉ có con đường dành 
cho những người kiên trì, nhẫn nại. Euclide trả 

lời. 
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CHƯƠNG I 

TỨ GIÁC VÀ ĐA GIÁC 


81. TỨ GIÁC 

I. CÁC ĐỊNH NGHĨA 

1. Tứ giác ABCD là một hình gồm bốn đoạn thẳng AB, BC, 
CD, DA trong đó bất kì hai đoạn nào cũng không cùng nằm trên 

í 


một đường thẳng. 




I) 


2. Tứ giác đơn 
là tứ giác mà các 
cạnh chỉ cắt nhau 
tại các đỉnh. 

Một tứ giác 
đơn chia mặt phẳng 
thành hai miền: 

- Miền trong là miền không chứa 
bất kì đường thẳng nào. 

- Miền ngoài là miền còn lại. 

3. Tứ giác lồi là một tứ giác năm 
trong một nửa mặt phẳng với bờ là 
đường thẳng chứa bất kì cạnh nào của nó. 

II. TÍNH CHẤT CỦA TỨ GIÁC Lồi 

Định lí 1. Một tứ giác là lồi khi và chỉ khi hai đường chéo của 
nó cắt nhau. 
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Định lí 2. Tỏng số đo các góc cua một tứ giác bàng 360°. 


Bài 1 



Cho tứ giác ABCD với các giả thiết ghi trên 
hình vẽ bên. 

1. Tính các góc của tứ giác 

2. Tam giác AOD có gì đặc biệt ? 


Bài 2 


Chứng minh rằng trong một tứ giác, nếu tất 
cả các góc đều lớn hơn 89° thì tất cả các góc cũng nhỏ hơn 93°. 


GỢI Ỷ : 

Chứng minh bẳng phản chứng: giả sử có một góc lớn hơn hay bàng 
93°; thế thì tổng các góc của tứ giác lớn hơn 89° + 89° + 89° + 93°, vô 
lí (vô lí ở chỗ nào?). 

Hãy chứng minh bằng phản chứng bài số 3 sau đây: 

Bài 3 

a) Nếu một tứ giác iổỉ có các góc không bằng nhau thì nó có ít nhất 
một góc nhọn. 

b) Nếu một tứ giác lồi có các góc không bằng nhau thì nó có ít nhất 
một góc tù. 

CHÚ Ỷ: Từ các mệnh đề a) và b) liệu có thể phát biểu thành định lí: "Một 
iứ giác lổi phải có ít nhất một góc nhọn và một góc tù” được không? 

GỢI Ý: Chú ý đến giả thiết “có các góc không bằng nhau". 

Bài 4 

Cho tam giác ABC. 

a) Các trung tuyến phát xuất từ đỉnh A và c cắt nhau tại điểm M. 
Tứ giác ABCM là lối hay không lồi? Vì sao? 
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b) M là một điếm túy ý trong rrlặt phắng cúa tam giác ABC (không 
thẳng hàng vói hai đính nào của tam giác). Với vị trí nào của M thi bón 
điểm A, B, c, M ià các đinh của một tú giác lồi. 

c) M và N là hai điểm tùy ý thuộc miền trong của tam giác ABC (và 
không thẳng hàng vói đỉnh nào của tam giác). Chứng minh rằng trong 
năm điểm A, B, c, M, N bao giờ cũng chọn ra được bốn điểm là đỉnh 
của một tứ giác (ổi. 


Gỉ ÁI 


B 



a) ABCM khống lồi (lõm), vì B và c 
nằm ở hai nửa mặt phẳng đối nhau có 
bờ chứa AM 

b) Kết quả ở câu a) cũng đúng khi 
M là một điểm bất kì thuộc miền trong 
của tam giác ABC. 


Nếu M thuộc miền ngoài của ABC thì có hai trường hợp: 


-Mở trong góc đối đỉnh của một góc của tam giác. M ở trong 
góc đối đỉnh của góc B. Dễ thây rằng lúc đó đỉnh B lại là điểm 
thuộc miền trong cùa tam .giác MAC, do đó AMCB không lồi (lôm). 

-Mở trong một góc của tam giác. M’ nằm trong góc A. Do 
đó AM’ là tia trong của góc A, mà A và M’ nằm ở hai phía của 
cạnh BC, cho nên đoạn thắng AM’ cắt đoạn thẳng BO và ABM’C 
là tứ giác lồi. 

Tóm lại, các miền được 
gạch chéo là tập hợp các điểm 
M mà MABC là tứ giác lòm. 

Các miền khác (đê trắng) 
là tập hợp các điếm M mà 
M, A, B, c là các đính cứa 
tứ giác lồi. 
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c 



C) Đường tháng đi qua hai điếm 
M, N bao giờ cùng không cắt một 
cạnh cúa tam giác ABC. Giả sử 
đường thẳng MN không cắt AC. Tứ 
giác MNCA ià tứ giác lồi (điểm N 
thuộc miền ngoài cua tam giác MAC 
và nằm trong góc MAC); 


Ị Bài 5 ị 

Cho tứ giác ABCD là tứ giác lổi. 

Các tứ giác BACD, CBAD, ACBD có phải là tứ giác lồi hay không? 

Bìi ẽ 

Chứng minh rằng trong một tử giác lồi tổng độ dài các cạnh (chu 
vi) lớn hơn tổng độ dàl các dương chéo và nhỏ hơn hai lần tổng độ dài 
các dường chéo. 

aợi Ý về phương pháp chung 

Đây là một bài toán chứng minh bất đẳng thức về các độ dài. Nên kẻ 
thêm các dường phụ, xét các tam giác để áp dụng mệnh đề: 'Trong một 
tam giác, tổng dộ dài hai cạnh lớn hơn độ dài cạnh thứ ba". 


GIẢI 


Cho tứ giác ABCD. Ta phải chứng minh: 

AC + BD < AB + BC + CD + DA < 2(AC + BD) 

1) Chứng minh: AC + BD < AB + BC + CD + DA 
Ta có: AC < AB + BC (bất đẳng thức trong A ABC) 
AC < AD + DC (bất đẳng thức trong A ADC) 
BD < BC + CD (bất đẳng thức trong A BCD) 
BD < BA + AD <bất đăng thức trong A BAD) 
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Từ dó: 

‘2(AC 4 BD) < 2(AB + BC + CD + DA) 

AC 4 BD < AB 4 BC 4 CD 4 DA, đpcm. 

2) Chứng minh AB 4 BC 4 CD 4 DẠ < 2(AC 4 BD) 

Gọi o là giao điểm hai đường chéo của ABCD. 

Trong các tam giác ABO và CDO ta có: 

AB < BO 4 OA 
CD < CO 4 OD 

=» AB 4 CD < (BO 4 OD) 4 
4 (CO 4 OA) 

=> AB 4 CD < BD 4 AC (1) 

Tương tự, trong các tam giác BCO 
và ADÓ, ta có 

AD 4 BC < BD 4 AC (2) 

Từ (1) và (2) ta được: 

AB 4 BC 4 CD 4 DA < 2(AC 4 BD). 

NHẬN XÉT 

1. Trong các bất đẳng thức (1), (2) ta thấy vế trái là tổng của hai cạnh 
đôi của tứ giác, còn vế phải là tổng của hai đường chéo. Vậy có thể phát 
biểu mệnh đề: 

“Trong một tứ giác lồi, tổng của hai cạnh dối nhỏ hơn tổng của hai đường 
chéo”. 

2. Hãy xét xem trong trường hợp tử giác ABCD là íứ giác không lồi thì 
các bất đẳng thức (1) và (2) còn đúng không? Vì sao? 
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3. Tù các kết quả trẽn, ta có thể suy ra bất đảng thúc kép: 

1 

— (AB + BC + CD + DA) < AC + BD < AB + BC + CD + DA 
Hãy phát biểu thảnh một mệnh đề. 

Bài 7 

Cho tứ giác lồi ABCD có đường chéo AC bằng cạnh AD. 

Chứng minh BC < BD. 

Bài 8 

Cho tứ giác ABCD có p và Q là trung điểm của AB và CD, M và 
N lả trung điểm của các đường chéo AC và BD. 

Chứng minh BC = AD => MN ± PQ. 

GIẢI 

Trong A ACD, QM là đường trung bình nên 

QM AD (1) 
Tương tự, ta có 

QN =“ BC (2) 

PM =~ BC (3) 

PN = — AD (4) 

Giá thiết BC = AD (5) 

TừU), (2), (5) suy ra QM = QN 
(3), (4), (5) suy ra PM = PN 
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Hai diêm p, Q nam trên đường trung trực cùa đoạn thắng MN. 
Vậy MN 1 PQ. 

CHÙ Y: - Cùng vói các giả thiết của bài toán, ta có thể chứng minh được 
MN I PQ BC = AD. 

- Kết hợp hai kết quả này, ta có bài toán: 

“Cho tứ giác ABCD có p và Q là trung điểm của AB và CD; M và N 
lả trung điểm của các đường chéo A.c và BD. Điếu kiện cần và đủ để 
MN 1 PQ là BC = AD". 

(Kí hiệu MN 1 PQ <=> BC = AD). 

Bài 9 

Cho tử giác ABCD có AD = BC. Chứng minh rằng đường thẳng di 
qua trung điểm của hai dường chéo tạo với AD và BC các góc bằng nhau. 

GỢI Ý: 

Gọi M, N. Q theo thứ tự là trung điểm 
của các đường chéo AC, BD và cạnh DC; 

E, F theo thứ tự là gỉao điểm của đường 
thẳng MN với AD và BC. 

Từ bài tập 8 ta đã có QM = QN => 

A /'ì 

M = N 

Dễ thấy E = M, F = N 

Bài 10 

Cho tứ giác lồi ABCD. Gọi p, Q theo thứ tự là trung điểm của các 
cạnh AB, CD. Tía PQ cắt tia AD ở E và cắt tia BC ỏ F. 

Chứng minh AD = BC => AEP = BFP. 
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GỢI Ý 

Ta gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của 
các đường chéo AC, BD. 

Trong bài 8, ta đã có A MQN cân và 
QP 1 MN nên suy ra Q 1 = Q 2 - 

Dễ thấy 5; = ẤEP và Q 2 Sĩ BFP 

CHÚ Ỷ: Cùng với các giả thiết trên, ta chứng 
minh được điểu ngược lại: 


AEP = BFP => AD = BC 


Kết hợp hai kết quả, ta có bài toán: 


“Cho tứ giác ABCD. Gọi P và Q theo thứ tự là trung điểm của các cạnh 
AB và CD. Tia PQ cắt tia AD tại điểm Evà cắt tla BC tại điểm F. Chứng 
minh điếu kiện cẩn và đủ để ẤEP = BFP là AD = BC". 


(Kí hiệu : AEP = BFP <=> AD = BC) 


Bài 11 


Cho tam giác OAB. Trên cạnh OB có một điểm c và trên cạnh OA 
có một điếm D sao cho AD = BC. p, Q theo thử tự là các trung dĩểm 

của các đoạn thẳng AB, CD. 



Chứng minh rằng PQ song song 
với phân giác cúa góc AOĐ. 

GỢI Ý 

Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm 
của các đoạn thẳng AC, BD và MN cắt 
OA ở E, cắt OB ở F. 

Theo kết quả bài 8; ta có 


PQ 1 MN (1) 
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Suy tu kết quả bài 10, ta đuọc 

01 .1 MN (2) 

Tù (1) và (2) suy ra đpcm, 

NHẶN XẺT 

1. Khác mà giống 

Thoạt nhìn bốn bài toán 8, 9, 10, 11 là những bài toán khác nhau. Thế 
nhưng, nếu phân tích kĩ, ta thấy rằng chúng rất giống nhau; 

Về giả thiết, trong cả bốn bài toán đều gổm có: 

- Một tứ giác (ABCD) 

- Có một cặp cạnh bằng nhaụ (AD = BC) 

- Các trung điểm (của các cạnh, của các đường chéo). 

vể kết luận thì rõ ràng là từ kết luận này, ta dễ dàng suy ra dược kết 
luận kia và ngược lại. 

Có thể nói, bốn bài toán là bốn cách phát biểu khác nhau của một bài 
mà thôi! 

Như vậy, trước khi giải một bài toán, ta nên phân tích thật kỹ giả thiết, 
kết luận, cố gắng liên hệ với các bài toán đã giải, biết đâu có thể gặp lại 
“ngưởi quen cũ”. Trong công việc này, nhiều lúc ta phải thay đổi cách nhìn, 
cách thể hiện các giả thiết, khai thác các kết quả để có được nhiểu bài 
toán dưới nhiều cách phát biểu khác nhau. 

2. Có thể chứng minh bài 11 dựa vào bài 10 bằng cách vế thêm dường 
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§2. HÌNH THANG 


I. HÌNH THANG 

1. Định nghĩa 

Hình thang là tứ giác có hai 
cạnh song song 

2. Tính chất của đường 
trung bình 

Đường trung bình của hình 
thang song song với hai đáy và 
có độ dài bằng nửa tổng độ dài 
hai đáy. 

II. HÌNH THANG CÂN 

1. Định nghĩa 

Hình thang cân là hình thang có hai góc ớ đáy bằng nhau 

2. Tính chất 

Định lí 1. Trong một hình thang cân, hai cạnh bên bằng nhau. 

AB // CD : Ẩ = B => AD = BC. 

Định lí 2. Trong một hình thang cân, hai đường chéo bằng nhau. 
Ngược lại, một hình thang có hai đường chéo bằng nhau thì 

AB // CD <=> AC = BD. 

3. Dấu hiệu nhận biết hình 
thang - Hình thang cân 

Hình (hang: tứ giác có một cặp 
cạnh song song. 


nó là hình thang cân. 
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Hình thang cân: một trong hai dấu hiệu 

- Hình thang có hai góc ờ một đáy bằng nhau; 
ị - Hình thang có hai đường chéo bằng nhau. 

Bài 12 

Dựa vào những cách vẽ thêm đường phụ dưới dây dể thực hiện phép 
chứng minh tương ứng cho định lí về dường trung bình của hình thang-. 

a) Kẻ đường chéo BD (h.a) 

b) Kéo dài đáy AB cắt dường thẳng qua c song song với AD tại B’ 

(h.b) 

c) Kẻ các đường cao AA\ BB’ (h.c) 

d) Lấy điểm M bất kỳ trên đáy CD rồi nối AM và BM. (h.d) 



Bài 13 

Chứng minh rằng “Nếu một tứ giác lổi có đoạn thẳng nối các trung 
đjểm của một cặp cạnh dối diện bằng nửa tổng dộ dài của cặp cạnh 
còn lại thì tứ giác dó là hình thang”. 
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UI ÁI 

ABCD lồi 



KL I AB // CD 

Kéo dài AQ một đoạn QE = AQ. Nối c với E. Ta chứng minh 
ba điểm, D, c, E thẳng hàng. 


A ABQ = A ECQ (cgc) => Aj = E 
=> AB = CE và AB // CE (1) 

Trong A ẠDE, PQ là đường trung bình, nên 
PQ = và PQ // DE (2) 

AB + CD 

.Theo giả thiết: PQ =-r—— (3) 

Từ (2) và (3), có AB + CD = DE, kết hợp với (1) có 
CE + CD = DE 

Đẳng thức này chứng tỏ D, c, E thẳng hàng, và từ (1) suy ra 
AB // CD, đpcm. 

CHÚ Ỷ: 

Bài toán này thực chất là định lí đảo của định lí về đường trung bình 
của hỉnh thang. 
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Cho tứ giác lồi ABCD. Gọi p và Q là trung điểm của hai cạnh AD 
và BC. 

Chứng minh rằng PQ < 

2 

GỢI Ý: 

ở đây có bất đẳng thức giữa độ dài các đoạn thẳng, nên cần kẻ đường 
phụ để có các hình tam giác, lại có trung điểm của các cạnh, nên nghĩ đến 
việc áp dụng định lí về đường trung bình trong tam giác. 



GIÁI 

GT: 

Tứ giác ABCD 


PA = PD, QB = QC 

KL: 

pq< dc + ab 


Ta kẻ thêm đường chéo AC và lấy trung điểm F của AC. 
Trong tam giác ACD, PF là đường trung bình, do đó: 



Trong tam giác ABC, QF là đường trung bình, do đó: 



Nếu p, Q và F không thẳng hàng thì trong tam giác PQF ta có: 
PQ < PF + QF = 

2 
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Nếu p. Q vá F tháng hàng thì F lã điếm thuộc đoạn thắng PQ 
và ta có: 

PQ = PF • QF = ~,|AB 

Như vậy, trong mọi trường hợp, ta có: 

DC + AB . _ 

PQ <- . ■ f đpcm. 

2 

NHẠN XẼT: 

CÓ thể thấy ngay rằrrg: 

p, Q, F thẳng hàng <=> AB // CD 
Do đó, ta đã chứng minh được rằng: 

_ , CD +AB 

PQ á — 

2 

trong đó dấu = xảy ra khi và chỉ khi AB // CD. 

Như vậy, qua việc giải bài toán trên, ta đã chứng minh cùng một lúc 
hai định lí: 

(1) Nếu ABCD là hình thang {AB // CD) thl PQ = ——ị - 

(2) Nếu ABCD không là hình thang (AB^CD) 

CD + AB / CD + AB > 

2 V 2 ) 

Định lí (1) là định lí về đường trung bình của hình thang. 

Định lí (2) tương đương với định lí đảo của (1) mà ta đã giải ở bài 13: 

(3) Nếu PQ s CD + - thi AĐCD là hlnh thang. 

2 
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4 ĩỉ- 

• VỀ ĐỊNH LÍ THUẬN VÀ ĐẢO 

Khi học toán . cac hạn nên tập thành thỏi quen là xem 
xét mệnh đế đảo cứa một định lí, xem xét mệnh đề đảo sau 
khi đă giải được một hài toán, rồi tìm cách chứng minh hay 
bác bỏ mệnh đề đảo đó (dó là một mặt cua thói quen ỉật ngược 
vấn đề). 

a) Như ta đã biết, mọi mệnh để toán học có tliể đưa vể 
dạng: 

A =* B (1) 

(A là giả thiết, B là kết luận) 

Mệnh đề đảo của (ĩ) là: 

B =* A (2) 

Dùng ký hiệu Ã (không A) và B (không B), ta có: 

A => B (1) 

tương đương với 

Ẽ =* Ă (3) 

Hai mệnh đề (1) và (3) luôn cùng đúng hoặc cùng sai; nếu 
đã chứng minh được (3) tức là đã chứng minh được (1), còn 
nếu (3) mà sai thì (1) cũng sai. Do đó, muôn chứng minh (1) 
ta có thể chứng minh (3) và muốn chứng minh 

B => A (2) 

ta có thể chứng minh 

Ẩ => Ẽ (4) 

Người ta gọi: 

(1) và (2) là các mệnh đề đảo của nhau (có thế lấy một 
mệnh đề là thuận, mệnh đề kia là đảo của nó). 
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(1) và (4) là các mệnh đề phán cùa nhau. 

(1) và >3), cũng như 12) và 14), là các mệnh đề phán đáo 
của nhau. Trong chứng minh và giái toán, một mệnh đề có 
thể thay thế bằng mệnh đề phản đảo của nó (tương đương 
với nó). 


b) Khi có A =ỳ B ta nói 


Khỉ có A => B ta nói 
(B => A) 

Khi có A <=> B ta nói 


A kéo theo (suy ra) B 
A là đủ để B 
A chỉ khi B 
A ỉà cần để B 
A kh i B 

A kéo theo B và ngược lại 
A là cần và đủ để B 
A khi và chỉ khi B 


c) Để chứng minh mệnh đề đảo (phản) của một định lí, 
có thể dựa vào cách chứng minh định lí đó, có thể dựa vào 
kết luận của định lí đó và chứng minh bằng phản chứng, v.v... 
Trong nhiều trường hợp, chứng minh định lí đảo khó hơn chứng 
minh định lí thuận. 

Thí dụ: Xét hai mệnh đề đảo của nhau: 

* Trong một tam giác cân, hai đường phân giác bằng nhau. 

* Nếu một tam giác có hai đường phân giác bằng nhau 
thì tam giác đó là cân. 

Mệnh đề thứ nhất rất dễ chứng minh; nhưng việc chứng 
minh mệnh đề đảo của nó là một bài toán rất khó đối với 
học sinh phổ thông. 

d) Cần phân biệt dấu <=> với dấu <=> 

dn 
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A <ri B /ù một mệnh đề có thẻ chứng minh được. 

Ui một định nghĩa mà ta thừa nhận Ị và sứ dụng vào việc 

A c* B chứng minh định Lí, giúi toán: thay A cho B, và ngược 
dn 

lại, thay B cho A). 


Bài 15 

Cho tứ giác ABCD trong đó CD > AB. Gọi E, F lần lượt là trung điểm 
của BD và AC. Chứng minh rằng nếu 

EF CD_AB 
2 

thi tứ giác ABCD là hình thang. 

GIẢI 

Gọi p là trung điểm của AD. Trong tam giác ADB thì PE là 
đường trung bình, do đó: 

PE // AB và PE = -^AB (1) 

Trong tam giác ACD thì PF íà 
đường trung bình, do đó: 

PF // CD và PF = -~CD (2) 

Từ (1) và (2) và giả thiết về EF, 
ta có: 

p E + EF = ^ + CD_AB ™ PF 
2 2 2 

Đẳng thức PE + EF = PF chứng tỏ điểm E thuộc đoạn thẳng 
PF, do đó, từ (1) và (2), ta có AB // CD (đpcm). 
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NHAN XÊT: 

Ta có thể giải bài toán tương tự bài 14 

Cho tử giảc lồi ABCD (với CD > AB). Gọi E và F là trung điểm của 
hai đường chéo BD và AC. Chứng minh rằng; 


ÉF > 


CD-AB 

2 


A 



(dấu = xảy ra khi và chỉ khi AB // CD, 
tức ABCD là hình thang) 

Gọi p là trung điểm của AD, ta có: 

Khi p, E, F không thẳng hàng 
(AB^CD) thì trong tam giác PEF: 


EF > PF - PE 


DC - AB 
2 


Khi p, E, F thẳng hàng (AB // CD) thì: 


EF = PF - PE 


DC-AB 

2 


Như vậy, ta đã chứng minh được định lí về đường trung binh của hỉnh 
thang cùng với định lí đảo của nó: ' 


... CD-AB 

ABCD là hình thang (AB // CD) <=> EF = —— 


ỊBài 16 Ị 

Cho hỉnh thang ABCD (AB // CD) trong dó đáy CD bằng tổng của 
hai cạnh bên BC và AD. Chứng mỉnh rằng hai dường phân giác của góc 
A và B cắt nhau tại một điểm K thuộc đáy CD của hình thang. 


24 


GỢI Ý: 
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các định hướng sau: 

1. Kẻ phân giác góc A, phân giác 
này cắt đáy CD ở điểm K. Ta chứng 
minh K nằm trên phân giác góc B hay 
KB là đường phân giác của góc B-. 

2. Kẻ phân giác của các góc A 
và B, chúng cắt nhau ở K. Ta chứng 
minh K thuộc CD, hay chứng minh ba 
điểm c, K, D thẳng hàng. 

3. Lấy điểm K thuộc CD sao cho KD = AD rồi chứng minh KA là phân 
giác của góc A; KB là phân giác cùa góc B. 

Từ các xuất phát trên, ta có 3 cách giải: 


Cách 1: Phân giác của góc A cắt đáy CD ở K. Ta chứng minh 
KB là phân giác của góc B. 

Thật vậy, ta có: 

“ 5 (giả thiết) Ị => Ãì=Ki 

[Ki = (so le trong)J 

Vậy A ADK cân đỉnh D, cho ta AD = DK (1) 

Kết hợp (1) với giả thiết CD = AD + BC 

ta suy ra BC s CK 

Nối KB, ta được A BCK cân, do đó = Bg. 

Ta cũng có 1&2 = Bj (so le trong). 

Vậy B, = B 2 . 

Tia BK năm giữa hai tia BA và BC mà hợp với hai tia này 
những góc bằng nhau nên KB là phân giác của góc B. 
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Cách 2: Gọi K là giao điếm của hai đường phân giác cùa góc 
A và góc B. Ta chứng minh K thuộc CD bằng cách chứng minh ba 
điểm c, K, D thắng hàng. 

Ta dễ dàng chứng minh được: 

KD // AB 
KC // AB 

Từ đây, sử dụng tiên đề Euclide ta có kết luận phải tìm. 

Cách 3: Gọi K là điểm thuộc cạnh đáy CD, thỏa mãn điều kiện 
KD = AD. Ta chứng minh KA, KB lần lượt là các phân giác của 
góc A và góc B. 

K E CD =» KC + KD = CD 
AD + BC = CD (giả thiết) 

KD = AD (cách lấy điểm K) 

Từ_ba đẳng thứcjtrên ta có KC = BC, A BCK cân đỉnh B và 
1*2 = B 2 - Mặt khác Kg = (so le trong). Suy ra = B 2 

Vậy KB là phân giác của góc B. 

Cũng chứng minh tương tự, ta có KA là phân giác của góc A. 

NHẬN XÉT: 

Qua 3 cách giải trên đây, ta nhận thấy bài toán đã cho có thể phát 
biểu dưới dạng khác: 

1. Cho hình thang ABCD (AB H CD), trong đó đáy CD bằng tổng hai 
cạnh bên BC và AD. Gọi K ià giao điểm của hai đường phân giác của góc 
A và B. Chứng minh ba điểm D, K, c thẳng hàng. 

2. Cho hình thang ABCD (AB // CD) trong dó dáy CD bằng tổng của 
hai cạnh bên BC và AD. Gọi K là điểm thuộc đáy CD sao cho KD = AD. 

Chứng minh KA, KB là các phân giác của góc A, góc B. 
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3. Cho hình thang ÁBCD (AB // CD), trong đó đáy CD bằng tổng hai 
cạnh bên BC và AD. Gọi K là giao điểm của đường phân giác cúa góc A 
với cạnh đáy. Chứng minh KB là phân giác cùa góc B. 

4. Chứng minh rằng trong hình thang ABCD nếu các tia phân giác cùa 
các góc A và B cắt nhau tại một điểm thuộc cạnh đáy DC thì ta có hệ thức 

CD = CB + DA 

5. Điểu kiện cần và đủ để các tia phân giác của các góc A và B của 
hỉnh thang ABCD (AB // CD) cắt nhau tại một điểm thuộc cạnh đáy CD là 
hệ thức sau đây được thỏa mãn: 

CD = CB + DA. 

Bài 17 

Cho hình thang ABCD có^ = D = 1v và CD = 2AB = 2AD. Lấy một 
điểm M thuộc đáy nhỏ AB và kẻ dường thẳng Mx vuông góc với DM; 
Mx cắt cạnh BC tại N. Chửng minh rằng tam giác DMN là tam giác vuông 
cân. 

GIẢI 

Để chứng minh A DMN cân, ta chỉ cần chứng minh rằng nó 
Có một đường trung tuyến vừa là đường cao. Do vậy, ta đề’ ý đến 
trung điểm ĩ của đoạn thẳng DN và sẽ chứng minh MI X DN. 

Từ các giả thiết AB // CD và CD = 2AB = 2AD ta suy ra được 
các diều sau: 

* AB^AD => A DAB vuông 
Gân => ABD = 45°. 

* K là trung điểm của DC => 

BK = DK = KC. 

=> A DBC^vuông tại B => 

DẸ 1 BC ^ DBC = 90°. 

* Kết quả là ta có ABC = 135°. 
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Trong tam giác vuông DMN, MI là trung tuyến: MI = -Ì-DN. 

Trong tam giác vuông DBN, BI là trung tuyến: BI = -i-DN. 

2 

Từ đó ta suy ra: 

IM = IB = ID = IN 

A MIB cân => ĨMỀ = (1) 

A NIB cân => ĨNB = 5ÍBÌ (2) 

Tổng các góc trong của tứ giác MBNI bằng 360°: 

MĨĨÍ + ÍNỖ + NbM + ỐMÌ = 360°. 

Do (1) và (2) ta có: 

+ 2 ]tfBN = KfiĨT = 2 ẤBC = icĩĩìvr + 270° = 360° 

= 360° - 270° = 90°. 

Vậy A DMN là tam .giác vuông cân. 

Bải 18 

Cho hỉnh thang ABCD (không có góc nào vuông), các đường chéo 
cắt nhau tại p, các cạnh bên kéo dài cắt nhau tại Q. Chứng minh rằng: 

a) Nếu ABCD là hình thang cân thì PQ vuông góc VỚI hal đáy. 

b) Đảo lại, nếu PQ vuông góc vdl hai đáy thì ABCD là hình thang 

cân. 

GIẢI 

a) Có thể chứng minh dễ dàng. 

b) Chứng minh bằng phản chứng. 

Giả sử Qp vuông góc với CD và ABCD không phải là hình thang 

cân. 
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Suy ra rằng QCD không phai 
là tam giác cán. Giá sử QC > QD. 

Ta (lựng tam giác cân QCD và kéo //1\ 

dài BA. cắt. QD’ ở A’. Hình thang / \\ \ 

A’BCD’ là hình thang cân, và theo /Ị ! Ị \ 

câu a) thì QP’ vuông góc với CD’ <P’ \ 

là giao điểm của hai đường chéo của / / \ 

A’BCD’). Theo giả thiết, PQ 1 CD. /' '7 

Như vậy, từ điểm Q ta dựng được [y“"n~— •- 

hai đường thẳng QP và QP’ cùng 
vuông góc với đường thẳng CD. Điều 
này vô lí. Vậy ABCD là hình thang cân. 

Bài 19 

Cho hình thang ABCD (AB // CD). Gọi M, N, p, Q theo thứ tự là trung 
điểm cùa các cạnh bên AD, BC và của các đường chéo AC, BD. 

1. Chứng minh bốn dỉểm M, N, p, Q thẳng hàng. 

2. Cho các cạnh dáy hình thang AB = a, CD = b. (a > b). 

Tính MN và PQ. 

3. Tìm mối liên hệ giữa a, b dể có 

MN = 3PQ = QN. 


...... a + b„_a-b 

2. MN = ———, PQ = ——— 

2 2 

3. Hệ thức cần tim: a = 2b. 

Bài 20 

Cho tam giác đều ABC. Từ một điểm M thuộc miền trong của tam giác 
ta kẻ đường thẳng song song với BC cắt AB ở D, dường thẳng song song 
với AC cắt BC ở E và đường thẳng song song với AB cắt AC tạỉ F. 
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1. Chứng minh các tứ giác BDME, CFME, ADMF là các hình thang 

cân. 

2. Chứng minh DME = EMF = FMD 

3. Chứng minh rằng chu vi của tam giác DEF bằng tổng các khoảng 
cách từ điểm M đến các dỉnh, từ dây suy ra rằng chu vỉ cửa tam giác 

DEF nhỏ hơn chu vỉ của tam giác ABC nhưng lớn hơn -Ị- chu vỉ của 
tam giác ABC. 

4. Điểm M phải ở vị trí nào để tam giác DEF là tam giác dểu. Trong 
trường hợp này, tính chu vl của tam giác DEF theo chiểu cao AH của 
tam giác ABC. 


1 Bải 2l| 

Cho ba điểm A, B, C theo thứ tự ấy cùng nằm trẽn một đường thẳng 
A. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng A, ta dựng các tam 
giác đểu ADB, BEC; gọi F, G, H, K theo thứ tự là trung điểm của các 
doạn thẳng BD, OC, EB, BA. 

1. Chứng mỉnh các dường thẳng KF, HG cắt nhau tạl trung dỉểm 
i của đoạn thẳng DE và tam giác KIH là tam giác đểu. 

2. Chứng minh tứ giác FGKH là hình thang cân. 


D 



GỢI Ý 

1. Ta có 
IF // EB 
IK // AD 
mà EB // AD 

Kết hợp với tiên để Euclide, 
suy ra ba điểm I, F,.K thẳng hàng 
hay KF đi qua I. 


Chứng minh tương tự. ta có HG đi qua I. 
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Ta dễ dàng thấy KH // AB 

Kết hỢp với HI // EC suy ra IHK = 60" 

Tương tự, ta có HKI = 60°, suy ra đpcm. 

2. Hăy chứng minh KH // FG và FKH = GHK. 

Bài 22 

Cho tứ giác lồi bất kì. Chứng minh rằng ta có thể dựng một hình 
thang có các cạnh bằng các cạnh của tứ giác dó. 

GỢI Ỳ 

Giả sử có một tứ giác bất kì, các cạnh là a, b, c, d; ta có thể giả thiết 
d < c < b < a. 

Dựng hình thang ABCD với bốn 
cạnh có độ dài a, b, c, d như sau: 

- Dựng tam giác ADE biết ba cạnh 
AD = b, AE = c, DE = a - d. 

- Trên DE, lấy điểm c sao cho 
DC = a. 

- Qua A dựng tia Ax // DC và nằm 
trong nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng 
AD có chứa tia DC. Trên Ax lấy điểm 
B sao cho AB = d. 

- Nối BC. 

Tứ giác ABCD theo cách dựng trên đây và có AB = d, BC = c, 
CD = a, AD = b, đổng thời AB // CD nên tứ giác ABCD là hình thang cần 
dựng. 

CHÚ Ỷ: 

Muốn dựng được hĩnh thang ABCD, ta phải dựng được tam giác ADE. 
Điều kiện để dựng được tam giác ADE là: 


A d tì 


b/ \ 


D a E 
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AD - AE < DE < AD + AE => b - c < a - d'< b + c • (1) 

IDE - AEI < AD < DE + AE => la - d - cl .< b < a - d + c (2) 

IDE - ADI < AE < DE + AD => la - d - bl < c < a - d + b (3) 

Dễ thấy các bất đẳng thức (1)', (2), (3) luôn dược thỏa măn. Vậy bài 
toán của ta luôn có nghiệm. 

Bải 23 

Cho hình thang cân ABCD, dáy lớn AD. Kẻ CH 1 AD. 

1. Tính độ dài các doạn thẳng AH, DH theo các cạnh đáy 

2. Từ kết quả trên, suy ra mệnh để: 

“Trong một hình thang cân, dường cnéo lớn hớn dường trung bình”. 

3. Đường thẳng AB cắt đường thẳng DC tại điểm O; M, N theo thứ 
tự là trung điểm của các cạnh bên AB, CD. Hãy so sánh chu vỉ của các 
tam giác OAC, OMN. 

4. Sử dụng kết quả trên dể tìm tam giác có chu vi nhỏ nhất trong 
các tam giác có một góc bằng nhau xen giữa hai cạnh có tổng độ dài 
là một số không đổi. 


NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT LUẬN 

Các bài toán sau đây mới chỉ có giả thiết được cho dưới dạng: 

- Viết thành lời 

- Thể hiện qua hình vẽ. 

Các bạn căn cứ trên giả thiết để đề ra các kết luận và hãy 
chứng minh những điều mà bạn tin là đúng. 
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Bài 24 

Cho tam giác ABC, AB > AC. Gọi H là chân đường cao kẻ từ đỉnh 
A và M, N, p theo thứ tự là trung điểm của các cạnh AB, AC, BC. 

|Bài 251 

Cho hình thang ABCD và các 
thông tỉn khác được thể hiện trên 
hình vẽ bén. 

Hãy để ra các kết luận có thể 
có và chứng minh các kết luận ấy. 

Ị Chú ý quan trọng I 

1. Đối với những bài toán có giả thiết cho bằng lời thì nên vẽ hình cẩn 
thận, chính xác; tránh vẽ các hình trong các trường hợp đặc biệt. 

2. Đối với những bài toán có giả thiết được thể hiện qua hình vẽ thì 
nên tóm tắt các giả thiết qua lời văn, bằng các kí hiệu. 

3. Hãy quan sát thật kĩ các hình vẽ. Nhiều khi các hình vẽ gợi cho ta 
những kết luận 

Cẩn cảnh giác, đôi khi chúng ta bị trực giác đánh iừa. 



§3. ĐỐI XỨNG TRỤC 


1. Hình đối xứng qua một đường thẳng 


ĐỊnh nghĩa 1 



(1 

Hai điểm M và 

d là trung trực của 



M’ đối xứng với nhau 

<=> đoạn thẳng MM’ 


. t _ 

qua đường thẳng d 

đn (d 1 MM\ 

M 

H ' M 


HM = HM) 
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Định nghĩa 2 

Haỉ hình F và F’ đối mỗi điểm thuộc F’ có 

xứng với nhau qua đường o điểm đối xứng qua d thuộc 

thẳng d đn F và ngược lại. 

Đinh lí vể hỉnh dối xứng của một đoạn thẳng 

A’ đôi xứng với A A’B’ = AB 

=> 

B’ đối xứng B qua đ A’B’ đối xứng với AB qua d 

2. Trục đối xứng của một hình 

ĐỊnh nghĩa 3 

Đường thẳng d là trục mỗi điểm thuộc F có 

đối xứng của hình F điểm đối xứng qua d cũng 

đn thuộc F. 


Định lí vể trục dối xứng của một số hình 


X 





t 

A 

D 

c 


a) Một góc có trục đối xứng là đường 
phân giác của góc ấy. 

b) Một đoạn thẳng có trục đối xứng 
là đường trung trực của đoạn thẳng ấy. 

c) Một tam giác cân có trục dối xứng 
là đường trung trực (cũng là đường cao) 
thuộc cạnh đáy. 

d) Một hình thang cân có trục đối xứng 
là đường thẳng đi qua trung điểm của hai 
đáy. 

• Để chỉ điểm M’ lậ đối xứng với điểm 
M qua đường thẳng d, người ta thường 
dùng ký hiệu: 
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M’ = s d (M) 
đọc: M’ là đối xứng của M qua d. 

Các định nghĩa và định lý ở trên có thể viết dưới dạng: 

ĐỊnh nghĩa 1 


M' = S d (M) o 

ân 


d±MM'(tại H) 
HM = HM' 


Định nghĩa 2 


F’ = s, (F) o (M e F <=> M' = s . (M) e F’) 

đn a 

Định nghĩa 3 

Hỉnh F có trục đối xứng d o F = s, (F) 

đn đ 

Định lý về hỉnh đối xứng của một đoạn thẳng 

ịA' = S d (A) ịA'B’ = AB 

\ B' = S d (B) ^ \A'B' = S d (AB) 

ỈBài 26 

Các mệnh đề sau dây đúng hay sai, vì sao ? Nếu sai thì có thể sửa 
thế nào để thảnh đúng. 

a) Nếu một tam giác có trục đốl xứng thì dó là tam giác cán, 

b) Nếu một tứ giác có trục đố! xứng thỉ đó là hình thang cân. 

GIẢI 

Mệnh đề a) đúng. Tam giác ABC có trục đối xứng d tức là (theo 
định nghĩa) hình đối xứng của ABC qua d cũng chính là ABC. d 
phải qua một đĩnh của tam giác đồng thời d lại phải là trung trực 
của cạnh đối diện với đỉnh đó. Vì vậy, ABC phải là tam giác cân. 
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Mệnh đề b) sai. Hình vẽ 
cho ta thí dụ về hai tứ giác 
(không lồi và lồi) có trục đối 
xứng mà không phải là hình 
thang cân. Các hình này đều 
có trục đối xứng đi qua đỉnh 
của tứ giác. 

Có thể thấy dễ dàng rằng: 
nếu một hình thang có trục đối 
xững thì đó là hình thang cân. 

Vì vậy, có thể phát biểu hai định lý sau đây: 

Một hình tam giác có trục đối xứng khi và chỉ khi nó 
là tam giác cân. 

Một hình thang có trục đối xứng khi và chỉ khi nó là hỉnh 
thang cân. 

Có thể nói rằng: 

“Hình tứ giác là một hình thang cân khi và chỉ khi nó có trục 
đôl xứng không đi qua đỉnh của nó”. 

Bài 27 

Cho hai điểm A, B nằm về cùng một phía đối với đường thẳng p. 
Tìm trẽn p một điểm p sao cho tổng các độ dài AP +• PB bé nhất. 

GỢI Ý 

Nếu A, B khác phía đối với p thì đường đi từ A đến B ngẳn nhất là đoạn 
thẳng AB. Do vậy, ta tìm cách đưa bài toán về trường hợp này. 

Gọi B’ íà điểm đối xứng của B qua p. Nối đoạn thẳng AB', cắt p tại 
điểm p. Ta chỉ rõ rằng trong các điểm trên p, thì điểm p có tổng các khoảng 
cách PA + PB nhỏ nhất. 
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Bài 28 

Cho góc nhọn xOy và một điểm p ở trong góc đó. Hãy tìm trên cạnh 
Ox một điểm A và trên cạnh Oy một điểm B sao cho chu vi tam giác 
PAB nhỏ nhất. 


GIAI 

Gọi Q là điểm đối xứng của p qua Ox. 

R là điểm dối xứng của p qua Oy. 

Đường thẳng QR cắt Ox tại A và cắt Oy tại B. Ta chứng minh 
tam giác PAB có chu vi nhỏ nhất. 

Thật vậy, giả sử A’ là điểm tùy ý trên Ox khác với A và B’ 
là điểm tùy ý trên Oy. Vì Ox, Oy là trục đối xứng tuơng ứng của 
PQ và PR nên ta có các đẳng thức: 


PA = QA 
PB = RB 
PA’ = QA’ 

PB’ = RB’ 

Từ (1) và (2) suy ra chu vi 
A PAB là: 

p = PA + AB + PB 

= QA + AB + BR 

= QR (5) 

Từ (3) và (4) suy ra chu vi 
A PA’B’ là: 

p’ = PA’ + A’B’ + PB’ 

= QA’ + A’B’ + B’R (6) 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

Q 
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Trong tứ giác QA'B'R rò ràng lá: 

QA' + A’B' + B’R > QR (7) 

Từ (5). (6), (7) ta có p’ > p, đpcm. 


CHÚ Ý: 

Vi sao trong giả thiết của bài toán, góc xOy ỉà nhọn? Giả thiết này được 
sử dụng ở đâu trong lời giải ở trên? Nếu xOy khống nhọn thi sao? 

Bài toán trên đây có thể mở rộng như sau: 

Cho hai điểm p và Q nằm trong góc xOy. Hãy tìm trên Ox điểm A và 
trên Oy điểm B sao cho chu vi tứ giác PABQ nhỏ nhất. 

Bài 29 

Cho một góc nhọn xOy và một đường thẳng d cắt Ox tại I, cắt ớy 
tại J; A và B là hai điểm thuộc đoạn thẳng IJ. Tìm một điểm M trên Ox 
và một điểm N trẽn Oy sao cho tổng 

MA + MN + NB nhỏ nhất 

Bài 30 

Cho một dường thẳng d và hal điểm A, B thuộc cùng một nửa mặt 
phẳng bờ là đường thẳng d (AB không song song VỚI d); M là một diểm 
bất kì thuộc đường thẳng d. 

Chứng minh rằng giao dỉểm của các đường trung trực của các đoạn 
thẳng MA, MB nằm trẻn một dường thẳng cố dịnh không phụ thuộc vào 
vị trí của điểm M trên d. 

Bài 31 

Cho tam giác ABC vuông góc tại đỉnh A. Kẻ dường cao AH, D và 
E theo thứ tự là hỉnh dối xứng của H qua các đườAg thẳng AB, AC. Chứng 
minh: 
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1. Ba điểm D, A, E thẳng hàng. 

2. Tứ giác BCED là hình thang vuông. 
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V 




3. DHầ = 90° 

4. DE = 2AH. 

Bài 32 

Cho góc nhọn xOy và một điểm M nào đó. Gọi M 1 , M 2 lẩn lượt là 
hình đổi xứng của điểm M qua các cạnh Ox, Oy và I là trung điểm của 
đoạn thẳng M 1 M 2 ; Oz là tía phân giác của góc xOy. 

1. Chứng mỉnh hai điểm và M 2 dối xỊLírng VỚI hhau qua đường thẳng 
OI. 

2. Cho xOỳ = a. Tính góc M 1 OM 2 

3. Chứng minh hai tỉa OM, OI đối xứng vói nhau qua tỉa Oz, 

4. Việc điểm M thuộc miềri trong hoặc miền ngoài của góc xOy có 
ảnh hưỏng gì đến các kết luận trên đây hay không? 


• PHÉP ĐÔÌ XỨNG TRONG THIÊN NHIÊN 

Quan sát một cách chăm chú, ta sẽ nhận ra rằng trong 
thiên nhiên, trong đời sống xung quanh ta, có nhiều hình dáng 
với những nét đẹp hài hòa, cân đối và dường như chúng được 
sinh ra trong một trật tự khoa học, chặt chẽ. Quả vậy những 
nét đẹp kì diệu mà thiền nhiên tạo ra trong vũ trụ đều tuân 
theo các quy luật toán học mà một trong những quy luật được 
thiên nhiên sử dụng phổ hiến nhất là phép đối xứng trục. 

Bạn hãy nhìn kĩ mà xem, một cành cây, một chiếc lá, một 
con côn trùng, một khuôn mặt v.v..., và vô vàn các hình dạng 
tự nhiên khác từ các tình thể kim cương đến cơ thể con người 
đểu mang tính đối xứng chặt chè. Tính đối xứng không chỉ 
tạo ra vẻ dẹp bẽn ngoài mà còn có ý nghĩa quyết định đôi 
với sự tồn tại và phát triển của sinh vật. Cơ thể con người 
và dộng vật mang tính đối xứng giúp cho nó hoạt động một 
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cách dễ dàng và hiệu quả hơn. Nhà nhân loại học Randy Thormit 
đã khám, phá ra rằng những cơ thể đối xứng không những 
đẹp hơn, khỏe mạnh hơn mà còn ít mắc một sô bệnh nào đó. 

Con người từ xa xưa đã bắt chước thiền nhiên sử dụng 
tính đối xứng trong hoạt động của mình, từ việc xây dựng 
các lâu đài nguy nga tráng lệ cho đến cà việc.chế tạo những 
dụng cụ lao động nhỏ bé. Điều thủ vị là không chỉ có con 
người mới biết bắt chước thiên nhiên mà ngay cả con kiến 
đào hang, con ong xây tổ, con nhện chăng tơ củng biết vận 
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dụng phép đối xứng. Ớ một dôi loài sự bắt chước còn có vờ 
thông minh, tài tỉnh nhu một loài nhện Phi châu mà người 
ta phái gọi nó bằng một củi tên rất toán học: “Nhộn Hỉnh học”. 


§4. HÌNH BÌNH HÀNH 


1. Định nghĩa 

Hình bình hành là tứ giác có hai 
cặp cạnh đối song song. 

(Hình bình hành là hình thang có 
hai cạnh bên song song) 

2. Định lí 

1. ABCD là hình bình hành 
ÍAB = CD 

Ịad = bc 



2. AB /N CD => ABCD là hình 
bình hành 

(hoặc AD //= BC) 


(AB //= CD có nghĩa là AB // CD 
và AB = CD). 


3. ABCD là hình bình hành 


o 

4. 

<=> 


Ã = c 
§ = £> 

ABCD là hình bình hành 



AO = oc 
BO = OD 
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3. Dâu hiệu nhận biết hình bình hành 

Đế chứng minh một tứ giác ỉà hình binh hành, ta có thế chứng 
minh tứ giác có một trong các tính chất sau: 

1. Các cạnh đối song song; 

2. Các cạnh đốí (hay các góc đối) băng nhau; 

3. Một cặp cạnh đối song song và bằng nhau; 

4. Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm củà mỗi đường. 

Bài 33 

Chứng minh rằng: 

a) Trong hình bình hành, giao điểm các đường chéo trùng vổi giao 
điểm các đoạn thẳng nối trung điểm các cạnh đối diện; 

b) Đảo lại, nếu một tứ giác cỏ giao dỉểm các đường chéo trùng với 
gỉao điểm các đoạn thẳng nối trung điểm các cạnh đối diện thì tứ giác 
dó là hình bình hành. 

GIẢI 

Cho từ giảc ABCD có M, N, p, Q lần lượt là trung điểm của 
các cạnh AB, BC, CD, DA. Gọi o là giao điểm của hai đường chéo 

a) Ta chứng minh rằng 
nếu ABCD là hình bình hành 
thì o cũng là giao điểm của 
MP và NQ. 

Thật vậy, ABCD là hình 
bình hành: 

. AB //= CĐ => AM //= PC 
-■=* AMCP là hình bình hành. 


AC và BD. 


AM B 
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Do đó, đường chéo MP đi qua trung điếm o cua đường chéo AC. 

Tương tự như vậy. ta có AQCN là hình bình hành nên QN đi 
qua trung điểm o cùa AC. 

Tóm lại, AC, BD, MP, QN đều đi qua o íđpcm). 

b) Đảo lại , ta chứng minh rằng nếu o cũng là giao điểm của 
NQ và MP thì ABCD là hình bình hành. 

Thật vậy, tứ giác MNPQ là hình bình hành vì MN //= PQ (MN 

"" AC 

và PQ cùng song song với AC và băng 

Do đó MO = OP và QO = ON. 

Gọi E, F là giao điểm của BD với MN và PQ. Ta có: 

A OME = A OPF (g.c.g) => OE = OF 

OB _ __ _.. _ OD 

Mà OE s —— (do AM = MB và ME // AO), OF = ——-, do đó 
2 £ . 

OB = OD. 

Chứng minh tương tự, ta có thêm OA = oc, nghĩa ỉ à ẠBCĐ 
có các đường chéo giao nhau tại trung điểm của mỗi đường. Do đó 
ABCD là hình bình hành (đpcm). 

Bài 34 

Cho tứ giác lối ABCD. Gọi p, Q là trung điểm của các cạnh AĐ, CD 
và M, N là trung điểm của các dường chéo AC, BD. 

ã 

Chứng minh các doạn thẳng MN và PQ cắt nhau tạỉ trung điểm của 
mỗl đường. 

GỢI Ý: 

Dễ thấy 

PN // AD và PN st -ị-AD (1) 

2 
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QM // AD và QM = “ AD (2) 
2 

Từ (1) và (2) suy ra 

QM // PN và QM = PN 

Vậy tứ giác PNQM là hình bình 
hành nên hai đường chéo PQ, MN 
cắt nhau tại trung điểm của mỗi 
đường. 

NHẬN XÉT: 


D 



Bài toán này có giả thiết trùng với một phần của các giả thiết của các 
bái toán 8, 9, 10, 11 của §1. Liệu có thể sử dụng kết quả bài này vào việc 
đơn giản cách chửng minh các bài 8, 9, 10, 11 chăng? 

Bài 35 


Định lí Gergonne (*) 

Trong một tứ giác lồi, các đoạn thẳng nối trung điểm của các cạnh 
dối diện và đoạn thẳng nốl trung dỉểm của các dường chéo đổng quy 
tại một điếm. 


OỢI Ý 

D 



Gọi M, N, p, Q, R, s theo thứ 
tự là trung điểm của các đoạn 
thẳng AB. BC, CD, DA, BD và AC. 

Tứ giác MNPG là hình binh 
hành vì MN // PQ và MN = PQ (do 
MN // AC // PQ và MN = PQ = 

= -ị )*Hai dưởng chéo MP và QN 
của hlnh binh hành cắt nhau ỉậi 
trung điểm o của mỗi đường. 


(’) J.D Gergonne (1771 - 1859): Sĩ quan pháò binh và là nhà toán học Pháp 
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Tử giác RQSN cũng là hình bình hành vì RQ // SN và RQ = SN (do 

AB ' •_ 

RQ // AB // SN và RQ = SN = —). Đường chéo RS đi qua trung điem 
o của đường chéo QN. 

Như vậy, ba đoạn thẳng MP, QN và RS đều đi qua o (đpcm). 

CHÚ Ý: 

1. Trên đây, ta đã chửng minh rằng hai đoạn thẳng MP và NQ, nối trung 
điểm các cạnh đôì diện của tứ giác bao giờ cũng cắt nhau tại một điểm 
o nằm trên đoạn thẳng nối trung điểm- của hai đường chẻo. 

Ta biết rằng R s s (hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi 
đường) khi và chì khi tứ giác ABCD là hỉnh bình hành. 

Mà R e s s o có nghĩa tà hai đoạn thẳng MP, QN và hai đường chéo 
của tứ giác giao nhau tại một điểm o. Như vậy, ta ớá giải được bài 35 như 
là một trường hợp đặc biệt của bài 36 này (hay là: bài 36 tổng quát hơn 
bài 35). 

2. Điểm o trên đây cũng thường được gọi tà điểm Gergonne của tứ 

giác. 

Bài 36 

Cho ngũ giác ABCDE. Gọi M, p, N, Q lần lượt là trung đỉểm của CB, 
BA, AE, ED. Chứng minh rằng diều kiện cần và dủ dể MN H DC là đường 
thẳng MN đi qua trung điểm của PQ. 

GIẢI 

a) Điều kiện cần: Nếu 
MN H DC thì MN đi qua 
trung điểm của PQ. 

Chứng minh: Gọi I là 
giao điểm của DB và MN. 

Trong ầ BCD đường MN 
song song với dáy CD và 
đi qua trung điểm M của 
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cạnh bén nện qua trung điếm I cúa cạnh kia, nghĩa ỉà BI = ID. 

Từ đó suy ra PI và NQ là những đường trung bình của các tam 
giác ABD và AED. Ta có: 


Pỉ // ÀD và Pỉ = — 

2 

(1) 

NQ //• AD yà NQ = 33 

2 

(2) 


Từ (1) và (2) suy ra PI //'NQ và Pĩ = NQ hay PIQN là hình 
bình hành, do đó các đường chéo PQ và NI cắt nhau tại trung điểm 
cúa mỗi đường. 

Nói cách khác, MN đi qua trung điểm của PQ (đpcm). 

b) Điều kiện đủ: Nếu MN đi qua trung điểm của PQ thi 
MN // DC. 

Chứng minh: Gọi o là giao điểm của PQ và MN. Ta có giả thiết 
PO •= OQ. 

Gọi I là giao điếm cũa MN và DB, r là trung điểm của DB. 

Ta có PFQN là hình bình hành (vì PI’ // NQ và PF = NQ = 33) 

2 

Suy ra I’N đi qua o. Vì IN và FN cùng đi qua o nên I’N trùng 
với IN hay I’ trùng với I hay BI = ID. 

MI là đường trung bình trong tam giác BCD nên MI // CD. 

Suy ra MN // DC (đpcm). 

Bải 37 

Cho hai tam giác ABC và DEF. Chứng minh rằng nếu các cạnh của 
tam giác DEF lần lượt song song và bằng các trung tuyến của tam giác 

ABC thì các cạnh của tam giác ABC lần lượt song song và bằng 3 các 
trung tuyến cùa tam giác DEF. 3 
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GỌI Ý: 

Trong giả thiết cùa bài toán có các đoạri thẳng song song và bằng nhau, 
Vậy có thể sủ dụng các kiên thức về hình binh hành để giải bài toán này. 

Có thể chia lời giải thành ba bước. 

1. Gọi AM, 8N, CP là ba trung tuyến 
của tam giác ABC. Qua N kẻ đường 
thẳng song song với CP và lấy trên đó 
điểm D sao cho ND = CP (D và p cùng 
thuộc nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng 
CN). Từ kết qua CNDP là hình bình hành, 
ta chứng minh được AMBD cũng là hinh 
bình hành, cho ta DB = AM. 

Như vậy, tam giác BND là tam giác 
thỏa mãn điếu kiện đầu bài, nghĩa là nó có ba cạnh DB, BN, ND lần lượt 
song song và bằng các'trung tuyến AM, BN, CP của tam giác ABC. 

2. Dễ thấy ACMD là hình bình hành, suy ra AC // DM. Gọi J là giao 

điểm của DM và BN, ta cùng có AC // DJ (1) . 

PNMB là hình binh hành, cho ta J là trung điềm của BN hay DJ là trung 
tuyến của tam giác BND. Vậy cạnh AC của tam giác ABC song song với 
trung tuyến DJ của tam giác BND. 

Với các cạnh còn lại. chứng minh tương tự. 

3. ACMD là hình bình hành =5> AC = DM. 

PNMB là hình bỉnh hành =* PJ = JM = --PM. 

2 



4 4 

Từ đây suy ra DM = — DJ và AC = — DJ 
3 3 


( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy ra cạnh AC cùa tam giác ABC song song và bằng 
4 

— trung tuyến DJ của tam giác BND. 

3 


Với các cạnh còn lại cũng chứng minh tương tự. 
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Bài 38 I 

Cho hình bình hành ABCD. 

E là một điểm thùộc đoạn thẳng AB, BE = — BA 

o 

F là một điểm thuộc đoạn thẳng DC, ĐF = •— DC. 

o 

1. Chứng minh tâm o của hình bình hành là trung điểm của EF. 

2. Gọi G, H theo thứ tự là giao điểm của dường thẳng EF VỚI các 
dường thẳng BC, AD. 

Chứng minh HF = FE = EG. 

3. Chúng minh trung điểm J của AG thẳng hàng VỚI dlểm c và điểm E. 

4. Hình bình hành phải có tính chất gì dể GAC = 90° 

5. Gọi I là trung diểm cùa AE. Chứng minh IF // BC. 

Bài 39 

Trong hình bình hành ABCD, ta lấy trung dlểm M và N của hal cạnh 
BC và CD tương ứng. Cố thể nào các tia AM và AN chia góc BAD ra 
ba góc bằng nhau không? 

(Đế thi Olympic toán toàn LB Nga, 1998, lớp 8, vòng I). 

GỢI Ỷ: 

Không thể có. Dùng phản chứng. Kẻ đường chéo BD, cắt AM và AN 
tại các điểm K và L tương ứng, có BK = KL = LD. Nếu AM và AN chia góc 
BAD ra ba góc bằng nhau thì từ A dựng được hai đường thẳng vuông góc 
với BD. 

Bài 40 

Cho hal địa dỉểm cố định A và B nằm cùng một phía một đường 
lộ thẳng xy. Người ta muốn chọn hai dịa điểm M và N trên lộ sao cho 
dl từ A tới B qua hai điểm M, N VỚI quãng đường ngắn nhất. Biết rằng 
M và N phải cách nhau một khoảng / không đổi. 
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(UM 


a) Phán tích 

Ta chọn tạm hai địa 
điểm M r Nj trên xy và 
phán tích đường đi 
AM,N 1 B. 

Ta lây điếm B’ đối 
xứng với B qua xy. Từ 
A ta dựng đoạn AA’ // = MjNj (A’ và Nj ở cùng phía đối với đường 
thẳng qua AMj). Vì lý do đối xứng nên N^B = NB’. Tứ giác AAT^M^ 
là hình bình hành nên AA’ = M J N 1 và AM 1 = A’Nj. Do đó con đường 
xây dựng là AMjN 5 B có dộ dài: 

p = AM Ị + MjNj + NjB = AA’ + A’N 1 + NjB’ 

= l + A’N + NjB\ 

p ngắn nhất khi A’Nj + NjB’ ngắn nhất, tức là lúc ớ vị 
trí N, sao cho A\ N, B’ thẳng hàng. Dp đó, ta có cách xác định 
M và N như sau: 

b) Cách dựng: 

1) Kẻ AA’ // xy và AA’ = / (À’ và B ở cùng phía đối với đường 
thẳng qua A vuông góc với xy). 

2) Lấy B’ đô'i xứng với B qua xy. 

3) Nối A’B’ cắt xy tại N. 

4) Từ N dựng đoạn NM = ! để A’N và AM là cặp cạnh đối của 
một hình bình hành. 


A’ r A 



Đường đi AMNB thóa mãn yêu cầu đầu bài. 

c) Biện luận: 

Bài toán có một nghiệm hình. 
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Bài 41 

Một con kênh hai bờ thẳng song song. Hai xã p và Q ở hai phía 
con kênh. Hai bên bàn nhau bắc một chiếc cầu qua con kênh và dắp 
dường dê’ đi lại giữa p và Q. Hãy xác định xem vị trí cẩu chỗ nào để 
dường di từ p dến Q là ngắn nhất. Biết là cầu được xây dựng phải vuông 
góc vớỉ bờ kênh. 

GIẢI 

Giả sử chiếc cầu đặt ở vị trí E 1 G 1 = ỉ. (I là chiều rộng của kênh). 
Vậy chiều dài dường đi từ p đến Q sẽ là: 

s = PE 1 + E 1 G 1 + GjQ 

Kẻ PP’ // = E 1 G r ta có PP’G 1 E 1 là hình bình hành. 


Do đó PE 1 = P’G 1 và 

s = PP’ + P’G 1 + G l Q = l + P’G 1 + GjQ 



3) Nối P’Q cắt CD tại G; 


nẻn s ngắn nhâ't khi 
P’Gj + GịQ ngắn nhất, tức 
là lúc G 1 ở vị trí G để p, 
G, Q thẳng hàng. Từ đó ta 
có cách dựng như sau: 

Cách dựng: 

1) Kẻ PH 1 CD; 

2) Lấy điểm P’ thuộc 
đoạn PH sao cho PP’ = l\ 


4) Dựng đường vuông góc với CD tại G cắt AB tại E. 

Dề dàng chứng minh rằng EG là chiếc cầu cần xác định 


Dưới đây ta có một bài toán tương tự. 
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Bài 42 

Hai xã p và Q ở hai phía một con kênh có haỉ bờ thẳng song song. 
Hãy xảy một cấu vuông góc với bờ kênh và đắp dường di từ p qua cầu 
đến Q sao cho độ dài dường từ p đến chân cẩu phía bẽn p cũng bằng 
dường từ chân cầu phía Q dến Q. 

GỢI Ý. 

Chân cầu bên phía Q cách đều p và Q. 

Bài 43 

Cho hình bình hành ABCD có góc A = 120°. Đường phân giác của 
góc D đi qua trung điểm của cạnh AB. 

a) Chứng minh rằng AB = 2AD. 

b) Gọi F là trung dỉểm của cạnh CD. Chứng minh rằng A ADF dếu 
và A AFC cân. 

c) Chứng minh rằng AC vuông góc với AD. 

GỢl Ý: 

a) Gọi E là trung điểm của AB. 

Hãy chứng minh A ADE cân. 

b) Chứng minh A ADF cân và có một 
góc bằng 60°. 

c) Hãy tính tổng hai góc ADC và ACD. 

Bài 44 

Cho tam giác ABC và o là một điếm thuộc miền trong của 
tam giác. Gọi D, E, F lần lượt ỉà trung điểm của các cạnh AB, 
BC. CA và L, M, N lần lượt là trung điểm của các đoạn thăng 
OA, OB, oc. 

Chứng minh rằng các đoạn thăng EL, FM và DN đống quy. 
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GỢI Ỷ: 

A 

Chửng minh các tứ giác 
EFLM và NFDM là hình bình 
hành. 

Bài 45 

Một học sinh vẽ vào 
giấy nháp bằng bút chì một 
hình bình hành ABCD với 
các trung điểm E của cạnh 
BC và F của cạnh CD. Đáng lẽ tô bằng mực, em tại xóa mất nét bút 
chì nên hình vẽ chỉ còn lại ba điểm A, E, F. Làm cách nào để khôi phục 
lại hình vẽ ban dầu? 

GIÀI (vắn tắt) 

Giả sử hình bình hành 
ABCD đã được khôi phục. 1 %-é 
đường chéo AC và gọi K là 
trung điểm EF. Ta dễ dàng 

chứng minh được KC - -ì- AK. 

3 

Do vậy, ta có cách khôi 
phục hình bình hành ABCD 
từ ba điểm A, E, F, như sau: 

- Nôi EF và lây trung điểm K của EF. 

- Nối AK và kéo dài, lấy điểm c sao cho KC = “AK Điểm 
c chính là đỉnh đối diện của đỉnh A. 

Từ đây, ta dựng tiếp hai đỉnh B và D. 
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TÌM THÊM MỘT CÁCH CHÚNG MINH 


Bải 46 I 

Cho tam giác ABC. Qua A ta kẻ đường thẳng song song với BC, qua 
B kẻ dường thẳng song song với AC và qua c kẻ đường thẳng song song 
với AB. Ba đường thẳng này xác định một tam giẩc A’B’C\ (A € B’C’; 
B € C'A’ và c ẽ A’B’) 

1. Chì rõ các hình bình hành có trẽn hình vẽ, từ đó suy ra A, B, 
c theo thứ tự là trung điểm của các đoạn thẳng B’C\ C’A’, A’B’. 

2. Xác định quan hệ giữa B’C’ VỚI dường cao AH của tam giác ABC. 

3. Xác định yaí trò của các đường cao của tam giác ABC trong tam 
giác A’B’C’. Từ dây suy ra một cách chứng minh một định lí vể các đường 
thẳng dồng quy trong tam giác. 

- ......Phát bỉểu định lí ấy và tóm tắt cách chứng minh “mới” mà bạn vừa 

tita óuợc. 


NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT luận 


Bài 47 I 

Cho tứ giác ABCD; E là trung điểm của cạnh AB, F là trung điểm 
của cạnh CD; M, N, p, Q theo thứ tự là trung điểm của các đoạn thẳng 
AF, CE, BF và DE. 

Bài 48 

Cho tam giác ABC có trực tâm H và giao điểm cùa các dường trung 
trực là điểm o. Gọi p, Q, N, s, R theo thứ tự là trung dlểm của các đoạn 
thẳng AB, AH, AC, HC, và BH. < 

Bài 49 

Cho hình bình hành ABCD và các giả thiết: 
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- AI = IJ = JC 

- o là tâm cúa hình bình 
hành 

- BJ cắt DC ờ F và DI 
cắt AB ở E. 

§5. ĐỐI XỨNG TÂM 

1. Hình đối xứng qua một điểm 
Định nghĩa 1: 

Hai điểm M và M’đối o là trung điểm của đoạn 

xứng với nhau qua điểm o thắng MM> Ịom = OM' = j 

Định nghĩa 2: 

Hai hình F và F’ đối Mỗi điểm thuộc F đối xứng qua 

xứng với nhau qua điểm 0^0 với một điểm thuộc F và ngược lại. 

Định lí về hình đối xứng của một đoạn thẳng 

* A’ đối xứng với A Ị*A'B' = AB 

* B’ đối xứng với B qua o 1*A'B' đối xứng với AB qua o 

2. Tâm đối xứng của một hình 
Định nghĩa 3: 

Điểm o là tâm đối ^ Mỗi điểm thuộc F có điểm 

xứng của hình F đn đối xứng qua o cũng thuộc F 

Định lí: 

Hình bình hành có tâm đối xứng là giao điểm cùa hai đường 
chéo cua nó. 
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Dùng kị hiệu 


M' = s (M) 
o 


dể chí: M’ là điếm đối xứng của M qua tâm o, ta có thể viết 
các định nghĩa trên đây dưới dạng: 

Định nghĩa 1: 

MM' 

M' = S a (M) « OM - OM' = - 

đn 2 

Định nghĩa 2: 

F' = S 0 (F) <=> (M eF o M' = S 0 (M) e 

Định nghĩa 3: 


Hình F có tâm đối xứng o o F = s 

án ° 


Bàỉ 50 


Chứng minh rằng nếu ba điểm A, B và c không thẳng hàng thì các 
điểm A\ B’ và C’ đối xứng với chúng qua điểm o cũng không thẳng hàng. 

GIẢI 

Giả thiết A, B, c không thẳng hàng cho ta: 


AC + AB > BC 


( 1 ) 


Mặt khác, vì A\ B\ C’ là các 
điểm đôì xứng của A, B, c qua tâm 
o, nên theo định lý §5, ta'có: 

AC = A’C’ 

AB = A’B’ 

BC = B’C’ 
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Thay AC, AB và BC trong đẳng thức (1) bằng các đoạn thẳng 
bâng chúng, ta có: 


A’C’ + A’B’ > B’C’. 

Bất đẳng thức này chứng tỏ điểm A’ không thuộc đoạn B’C’ hay 
ba điểm A’, B’, C’ không thẳng hàng. 

Bài 51 

Cho hal đường thẳng phân biệt p và p\ Chứng minh rằng: 

a) Nếu p // p’ thì p và p’ đối xứng tâm với nhau; tìm tậm dốỉ xứng. 

b) Nếu p và p’ dối xứng VỚI nhau qua một điểm o nào đó thỉ p // p’ 

GIẢI 


a) Lấy hai điểm bất kì M và M’: M e p và M’ e p\ Trung điểm 
0 của MM’ là tâm đối xứng của hai đường thẳng p và p’ (p // p’) 

Chứng minh: 



Lấy điểm bất kỳ A 6 p. Đường 
thẳng AO cắt p’ ở A’. Do MA // M’A’ 
và OM = OM’, ta dễ dàng suy ra 
rằng OA’ = ÒA, nghĩa là A’ e p’ 
là điểm đối xứng của A e p qua O: 
À' = S o (A). 


Ngược lại lấy B’ e p’, đường thẳng B’0 cắt p ở B. Chứng minh 
tương tự như trên, ta có B = S Ừ (B’). 


Như vậy, mọi điểm A e p đểu có A’ = s (A) e p’ và ngược lại 
<đpcm). 


Chú ý rằng p và p’ (p // có vô số tâm đối xứng, đó là bất 

kì điếm o nào là trung điểm của MM\ với Me p và M’ e p’. 

b> Nếu hai đường thắng phân biệt p và p’ đối xứng với nhau 

qua o thì o £ p và o Ể p\ Lấy A, B e p và A’, B’ Ể p’; A’ đối 
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xứng với A. B‘ dối xứng với B qua o. Ta có OA = OA’, OB = 0B‘; 
nên tứ giác ABA'B’ là hình bình hành, do đó: AB // A’B\ tức 
p // p’ (đpcm). 

Bải 52 

Cho góc xAy và o íà một diểm trong của góc đó. Hãy dựng qua o 
đường thẳng cắt hai cạnh Ax, Ay theo thứ tự hai diểm M, N sao cho: 

a) o tà trung điểm của đoạn thẳng MN; 

b) ON = 2.0M. 

Trả lồi: 

a) Dựng đường thẳng đối xứng của 
Ax qua tâm o (bằng cách [ấy hai điểm 
bất kỳ p, Q € Ax, dựng p\ Q' đối xứng 
với p, Q qua O; dường thẳng qua P’Q' 
dối xứng với p, Q qua O; đường thẳng 
qua P’Q’ đối xứng với Ax qua O). 

Đường thẳng P’Q’ cắt Ay ở điểm 
N cần tlm. 

b) Lấy OP’ = 2.0P, OQ’ = 2.0Q, 
đường thẳng P’Q’ cắt Ay ở điểm N cần 
tìm. 


I Bài 53 

Chứng minh rằng nếu một tứ giác có tâm đối xứng thi tứ gỉác dó 
là hỉnh bình hành. 

GỈÁI 

Giả sử tứ giác ABCD có tâm đối xứng o. 

Như vậy, hình đối xứng cua một cạnh bất kỳ, cạnh AB chẳng 
hạn, phải ià một cạnh cúa ABCD. Nhưng hai cạnh chung đỉnh như 
AB và AD không thể là đối xứng tâm với nhau được (vì nếu vậy 
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thì ba đinh Ạ, B, D phai thắng hàng í. 

Do đó, cạnh AB phải đối xứng với cạnh 
CD qua tám o. Do OA = oc, 

OB = OD, tứ giác ABCD ìà hình bình 
hành (đpcm). 

CHÚ Ý: Mệnh đề ta vừa chứng minh 
là mệnh để đảo của mệnh đề: Hình bình 
hành nhận giao điểm của hài đường chéo 
làm tầm đối xứng. 

Gộp hai mệnh đề thuận, đảo lại ta có: 

Hình tứ giác là hình bình hành khỉ ụà chỉ khỉ tứ giác 
có tâm đối xứng. 

Bài 54 

Cho tam giác ABC và p là một điểm trong của tam giác đó. Gọi M, 
N, Q lần lượt là trung điểm của AB, AC và BC. Gọỉ A\ B\ C’ là những 
điểm đốỉ xứng của p lần lượt qua Q, N và M. 

a) Chứng minh AB’A’B là hình bình hành 

b) Chứng minh AA\ BB\ CC’ đổng quy. 

GIẢI 



\ 



a) Tứ giác PAB’C có PN = 
= NB’ và AN = NC (theo giả 
thiết) nên nó là hình bình 
hành. Từ đó: 

AB’ //= PC (1) 

Tương tự, tứ giác PBA’C là 
hình bình hành, do đó: 

BA’ //= PC (2) 
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Từ (1) và (2) có 

AB’ //= BA’. 

Suy ra AB’A’B là hình bình hành. 

b) Do AB’A’B là hình bình hành nên các đường chéo AÀ’ và 
BB’ cắt nhau tại trung điểm cúa mỗi đường. Ta chứng minh CC’ 
đi qua giao điểm nói trên. 

Thật vậy, tứ giác PA.C’B là hình bình hành nên 
PB //= AC’ (3) 

Tứ giác PBA’C là hình bình hành nên 

PB //= A’C (4) 

Từ (3) và (4) ta có: AC’ //= A’C, suy ra AC’A’C là hình bình hành. 
Do đó đường chéo CC’ đi qua trung điểm của đường chéo AA’, Vậy 
AA’, BB\ CC’ đồng quy. 

NHẬNXÈTCÁCHGIÁI: Muốn chứng minh ba đường thẳng đồng quy ta chứng 
minh một đường di qua giao điểm của hai đường kia. 

Bài 55 

Cho hình bình hành ABCD, điểm p trên AB, M và N là các trung 
đỉểm của các cạnh AD và BC. Gọi các điểm dối xứng của p qua M và 
N lẩn lượt là E và F. 

a) Chứng minh rằng các điểm E, F thuộc dường thẳng CD. 

b) Chứng minh rằng độ dàỉ đoạn EF không phụ thuộc vào vị trí của 
diểm p trên AB. 

GIẢI (vắn tán 

MA = MĐ => A đối xứng với D qua MỊ ED đối xứng với 

p đối xứng với E qua MJ AP qua M. 

59 






Scan by chihao.inío 


=> p:d // AP 
và ED = AP 
,JED II => E.I) /y.AB.,, Xi; 
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=> ED // AP 
và ED = AP 
ED // AP => ED // AB 
Theo giả thiết: CD // AB 
=> E G CD 
Tương tự: FC // BP 
FC = BP 
=> F e CD 
Suy ra: EF = 2CD. 

Bải 56 

Cho hình bỉnh hành ABCO có tảm đốỉ xứng o, một điểm E trên đoạn 
OD. Gọi F là điểm đối xứng của c qua E. 

a) Chứng minh rằng AF // BD. 

b) Điểm E ở vị trí nào trên OD dể ODFA là hình bình hành? 

GỢI Ý: 

a) Chứng minh OE là đường trung 
bình trong A AFC. 

b) Chú ý: Khi ODFA là hình binh 
hành thì AF = DO. 

mà EỌ = 4“ AF. 

2 

Điểm E là trung điểm của DO. 

|Bài 57 Ị 

Cho bốn tia Ox, Oz, ot, Oy cùng xuâ't phát từ một điểm 0. Tia Oz 
nằm giữa haỉ tia Ox, ot và tia ot nằm giữa hai tia Oz, Oy. Trên tia Ox 
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X' 


lấy một điểm A, trên tia Oy lấy điểm A’ sao cho OA = OA‘. Trên tia 02 
lấy một điểm B, trên tia Ot lấy điểm B’ sao cho OB = 0B\ Gọi I là giao 
điểm của hai đoạn thẳng A’B và B’A. 

a) Chứng minh rằng hai đoạn thẳng A'B’ và AB đối xứng vổi nhau 
qua tâm I. 

b) Chứng minh rằng hai đoạn thẳng A’B’ và AB đối xứng VỚI nhau 
qua đường thẳng 01. 

Bài 58 

Cho tam giác ABC; I là trung điểm của cạnh BC và A’ là điểm đối 
xứng của A qua tâm I. 

1. Chứng minh ABA’C là hình binh hành tâm I. Suy ra bất đẳng thức: 

AA’ < AB + AC. 

2. Gọi J là trung điểm của AC và K là trung điểm của AB. Chửng minh 

1 

Ỷ (AB + AC + BC) < AI + BJ + CK < AB + AC + BC 

Phát biểu kết quả thành một tính chất của tam giác. 


LẠI THÊM MỘT CÁCH CHỨNG MINH 

Bài 59 

Cho tam giác ABC, gọi A\ B\ C’ theo thứ tự là trung điểm của các 
cạnh BC, CA, AB. 

M ià điểm dối xứng của B qua điểm B’ 

N ià điểm đối xứng cửa c qua điểm C’ 
p là điểm đối xứng của A qua điểm A’ 

1. Chứng minh rằng A, B, c theo thứ tự là trung điểm của các đoạn 
thẳng MN, NP, PM. 
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2. Gọi A r A 2 , A 3 theo thử tự là các đường trung trực của các đoạn 
thẳng MN, NP, PM. 

Chứng minh A r A 2 , A 3 là các đường cao của tam giác ABC. 

3. Từ kết quả trên suy ra được định lí nào vể các đường thẳng đồng 
quy trong tam giác? 

Bài 60 

Cho tam gỉác ABC. Gọi AB 1 C 2 , A 2 BC 1? A,B 2 C là các hình đối xứng 
của tam giác ABC lẩn lượt qua các đỉnh A, B, c. 

1. Chứng minh hình A 1 A 2 B 1 B 2 C 1 C 2 có các cặp cạnh đối diện song 
song. 

2. Tính chu vỉ hình A 1 A 2 C 1 C 2 B 1 B 2 theo AB, BC, CA. 

3. Chửng minh hai tam giác ABC và A 1 B 1 C 1 có cùng trọng tâm. 

GỢI Ỷ: 

2. Chu vl A 1 A 2 C 1 C 2 B 1 B 2 = 3(AB + BC + CA). 


CÁC BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT luận 


Bài 61 

Cho tam giác ABC vuông góc tại đỉnh A; M, E, F theo thứ tự là trung 
điểm cửa các cạnh BC, CA, AB. Gọi I, J lần lượt là céc điểm đốỉ xứng 
của M qua các tâm E, F. 

Bải 62 

Cho tam giác ABC và các thông tin sau: 

1. A’, B’, C’ là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB. 

2. M tà trung điểm của AA' 

3. B 1 là điểm dối xứng của B qua M 
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4. C 1 là điểm đối xứng của c qua M 

5. C^CB là hình bình hành 

6. c.j, A, B 1 thẳng hàng 

7. C’ dối xứng với B’ qua M 

Các thông tin trên được sử dụng làm các gỉả thiết và các kết luận. 

Bạn hãy sắp xếp các thông tin trên thành các glả thiết, kết luận 
dể có những bài toán hoàn chỉnh và giải các bài toán ấy. 


§6. HÌNH CHỮ NHẬT 


1. Định nghĩa 

Hình chữ nhật là hình bình hành có một góc vuông. 

2. Tính chất 

Hình chữ nhật có tất cả các tính chất của hình bĩnh hành và 
hình thang cân. 

Định lí 

4 ... , TABCD là hình bình hành 

ABCD là hình chữ nhật « { 

lAC = BD 

Hình chừ nhật có hai trục đối xứng là hai đường trung trực của 
hai cạnh kề. Hình chữ nhật có một tâm đối xứng là giao điểm của 
hai đường chéo. 

3. Dấu hiệu nhận biết hình chữ nhật 

Để chứng minh một tứ giác là hình chữ nhật, ta có thể chứng 
minh tứ giác đó có một trong các tính chất sau: 

1. Tứ giác có 3 góc vuông. 
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2. Hình thang cản có một góc vuông. 


3. Hình bình hành có một góc vuông. 


4. Hình bình hành có hai đường chéo băng nhau. 

4. Quỹ tích các điểm cách một đường thẳng cho trước 


một khoảng cho trước 

a__ 


T 


Quỹ tích các điểm (hay tập 
hợp các điểm) cách đường thẳng 
b một khoảng l > 0 cho trước 
là hai đường thẳng song song 
với đường thẳng b và cách đường 
thẳng b một khoảng ỉ. 


Bài 63 ị 

Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi M và N lẩn lượt là trung điểm của 
các cặrih BC, DC. Các đường thẳng AM và AN cắt dường chéo BD tại 
diểm p và dỉểm Q. 


Chứng minh: BP ss PQ = QD. 

GỢI Ỷ: 

p là trọng tâm của A ABC cho ta: 



OQ = -DQ = 4-DO 
2 3 

Kết hợp với BO = DO để suy ra điéu phải chứng minh. 
CHÙ Ý: Hãy suy nghĩ thèm vể bài toán: 
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a) Trong cách giải trên đây, giả thiết “ABCD là hình chù' nhật” được 
sử dụng ở chỗ nào? Nói khác đi, tính chất nào của hình chữ nhật đã được 
sử dụng trong quá trình giải bài toán? 

b) Từ dó xét xem trong dế toán có thể thay “hình chữ nhật ABCĐ" bằng 
hình tử giác gi? 

Bài 64 

Chứng minh rằng: 

a) Nếu một hình F có hai trục dối xứng d, d’ vuông góc VỚI nhau 
thì F có tâm dối xứng là giao điểm o của d và d\ 

b) Nếu một hinh F có một trục dối xứng d và có tâm đối xứng 
oe đ thì F có trục dối xứng thứ haí d’ qua o và vuông góc với d. 

GIẢI 

a) Lấy M bất kì thuộc hình F. Vì d và d’ là trục đốì xứng của 
F, nên ta có: 

M £ F =* M, = S,(M) e F. 

1 d 

ÍM 1 là điểm đốì xứng của M qua d cũng thuộc F) 


€ F => M 2 = s d , (M 1 ) G F. 

(M 2 là điểm đối xứng của qua d’ cũng thuộc F) 


Theo tính chất của đối xứng trục, 
thẳng MMj và d’ là trung trực của 
đoạn thẳng MjM 2> mà d 1 d\ do 
đó dễ đàng suy ra rằng MMjM 2 là 
tam giác vuông, ba điểm M, o, M 2 
thẳng hàng và OM = OMg. 

Như vậy, vđi mổi điểm 
M € F ta có Mg 6 F sao cho 
OM = OM 2 , điều đó chứng tỏ o là 
tâm đối xứng của hình F (đpcm) 


ta có: d là trung trực của đoạn 


ci 


M «.- 

N 

V 

:- 

N 

-_ s. 

L <r 

0 

- -r- — 

1 


1 

n 4 ; 
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b) Lấy M bất. kì thuộc F. 

Vì d là trục đối xứng và o G d 
là tâm đối xứng của F, nên ta có: 

M € F, M. = s (M) G F 
1 0 

M 1 G F, M 2 = S d (M 1 ) G F 

Tam giác MMgM 1 vuông vì 
OM = OM 1 = OM 2 . 

Nếu qua o ta kẻ d’ 1 d (d’ cắt 
MM 2 tại I) thì MM 2 -L d’ vả 
IM = IM 2 (do OM = OMj). Điều này 
chứng tỏ M 2 đối xứng với M qua d’. 


.1 

M 

K 

!\ 

1 \ 

1 \ 


ì| o 

\ 

\ 

1 

\ 

1 

\ 


\ 

1 

1 

\ 

\ 


_• _ \ 

M; “ 

M, 


d’ 


Như vậy, với mỗi điểm M G F thì M 2 ■= S d> (M) G F, nghĩa 
là d’ là trục đối xứng của F (đpcm). 

Bài 65 


Chứng minh rằng: 


a) Hình chữ nhật có hai trục dối xứng. 


b) Nếu một tứ giác có hai trục dối xứng vuông góc với nhau và không 
di qua dinh của tứ giác thì tứ giác đó là hình chữ nhật. 


A 

d 

B 






0 


íP 


D í' 


GIÁI 

a) Hình chữ nhật ABCD là hình 
bình hành, nên nó có tâm đối xứng 
là giao điểm o của các đường chéo. 
Qua o, kẻ d 1 AB và d’ _L AD; d 
và d’ là hai trục đối xứng của hình 
chữ nhật (bạn đọc tự chứng minh). 


66 


b) Ngược lại, giả sử hình tứ giác 
ABCD có hai trục đối xứng d và d’ 
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<đ 1 d' và d, d’ không qua đinh nào của ABCD). 

Như vậy, theo bài 64, ABCD có tâm đối xứng là giao điểm o 
cua đ và d’; do đó ABCD là hình bình hành (theo bài 53). 

Vì d và d’ không qua đính nào của ABCD, nên đinh A có đối 
xứng qua d và d’ là hai đỉnh khác của ABCD, chẳng hạn B và D. 
Do d 1 d\ suy ra BAD = 90°, nghĩa l'à ABCD là hình chữ nhật (đpcm). 

CHỨ Ỷ: Nếu d, d’ qua đỉnh của ABCD thì ABCD có thể không phải là hình 
chữ nhật. Bạn hãy vẽ hinh để thấy rõ trường hợp này. 

Bài 66 

Cho tứ giác ABCD. Các đường phân giác trong của các góc A, B, 
c, D cắt nhau tại các điểm M, N, p, Q. 

1. Chứng minh rằng tứ giác MNPQ có tổng các góc đối bằng nhau 

2. Trường hợp tứ gỉác ABCD íà hình thang, xét xem tứ giác MNPQ 
có tính chất dặc biệt gì? 

3- Trường hợp ABCD là hình bình hành. Chứng minh MNPQ là hình 
chữ nhật. Hãy phát hiện càng nhiều càng tốt, các dặc điểm của hình 
chữ nhật MNPQ. 

CỢl Ý: 

2. MNPQ có hai góc vuông. 

3. MNPQ là hình chữ nhật có 

- Các đường chéo song song với các cạnh của hình binh hành ABCD 

- Có tâm trùng với tâm của hình binh hành ABCD. 

- Đường chéo của hình chữ nhật MNPQ bằng hiệu của hai cạnh liên 
tiếp của hình bình hành ABCD. 

NHẠNXẺT: Hãy đổi “các dường phân giác trong” thành “các đường phân 
giác ngoài" và tìm xem có điều gì mới trong các kết luận trên? 
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ị Bài 67 i 

Cho tam giác ABC với AB < AC < BC và một điểm M thuộc miền 
trong của tam giác. Từ M kẻ các đường vuông góc MP, MQ, MR theo 
thứ tự xuống các cạnh BC, CA, AB và qua M kẻ đường song song với 
BC cắt AB ở B’ và cắt AC ở c\ 

1. Hãy so sánh AC’ với AB’ và so sánh đường cao B’l, với dưòng 
cao C’J của tam giác AB’C’ 

2. Chứng minh bất dẳng thức 

B’l < MQ + MR < C’J 

3. Gọi AH và CK là các dường cao kẻ từ A và c của tam giác ABC. 
Từ kết quả trên, suy ra 

AH < MP + MQ + MR < CK 

4. Chứng minh rằng, nếu ABC là tam giác đều thì tổng MP + MQ + MR 
có một giá trị không phụ thuộc vào vị trí của điểm M trong tam giác ABC. 

Bài 68 

Cho hình chữ nhật ABCD. Kéo dài BC và AD thêm những đoạn 
CE = DF = DC. Kéo dàl DC một đoạn CH = BC. NỐI A với E, F VỚI H. 
Chứng minh rằng AE vuông góc VỚI FH. 

GIÁI 

Ta có: CH = BC = AD 
CD = DF = EC 
Từ đó suy ra: 

DH = DC + CH 

= AD + DF = AF 
Mặt khác, do CE //= DF 
ta suy ra : FE = CD. 


II 
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do đó FE = DF 

và FK // CD 

do đó FE 1 AF. 

Xét hai tam giác vuông DHF và FAE, ta có: 

DH = AF và DF = EF 

A A 

Vậy chúng bằng nhau, cho ta A 1 = H 1 

A A 

Ta lại có: = I 2 (đối đỉnh), do đó HKI = ADI = 90°, tức là: 
FH 1 AE (đpcm) 

Bài 69 

Cho hình chữ nhật ABCD. Kẻ BH vuông góc với AC. Gọi M là trung 
dỉểm của AH, K là trung đỉểm của CD. Chứng minh BM iMK. 

GIẢI 

Gọi N là trung điểm của BH. Đường MN cắt BC tại E. Trong 
A AHB đoạn MN là đường trung bình nên: 

MN // AB và MN = 4r (1) 

z 

Từ MN // AB suy ra: 


MN i. BC, do đó N là trực tâm của A BMC. 


t % _ CD 

Theo giả thiết, CK // AB và CK = —- = 


AB 
2 ■ 


Kết hợp với (1), ta có 
MN //= CK, suy ra MNCK 
là hình bình hành, do đó 
MK // NC. Vì N là trực tâm 
A CBM nên BM 1 NC. 
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Bài 70 

Cho hình chữ nhật ABCD; kẻ BH 1 AC. Gọi E là trung điểm của AH 
và F là trung điểm cùa cạnh DC. 

Chứng minh BE 1 EF. 

C.ỈÀỈ (vắn tắt) 

Gọi J là trung điểm của AB, ta có 
EJ // HB 

=> EJ ± AC =* cij = 90° 

BCFJ là hình chữ nhật, hai đường chéo 
giao nhau tại I, và JC = FB. Tam giác 
JEC vuông, I là trung điểm của cạnh 
huyền JC 

Suy ra EI = JC = —• FB 
2 2 

Tam giác FEB có trung tuyến EI bằng — cạnh đối diện FB 
nên 1 ÌÓ là tam giác vuông, cho ta 

BE 1 EF. 

Bài 71 

Cho tam giác ABC cân, đỉnh A. Từ điểm D trẽn cạnh BC, ta kẻ dường 
vuông góc với BC, cắt AB ỏ E và cắt AC ở F. 

Dựng các hình chữ nhật BDEH và CDFK. 

1. Chứng mỉnh ba điểm A, H, K thẳng hàng 

2. Chứng minh A là trung điểm của HK. 

3. Gọi I, J theo thứ tự là tâm của các hình chữ nhật BDEH và CDFK. 
Tìm quỹ tích trung điểm M của đoạn thẳng IJ khi điểm D di dộng trên 
cạnh BC. 
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GỢI Ỷ: 

1. Chửng minh AH // IJ, AK // IJ vả áp 
dụng tiên đẽ Euctide 

2. Chứng minh AH = AK và kết hợp với 
kết luận câu 1. 


3. Kẻ MN 1 BC và kẻ đường cao AG. Dễ 

thấy MN = — AG 
2 



M nằm trên đường trung bình PG của tam giác ABC. 


NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT luận 


Bài 72 



Cho ABCD là một hình 
chữ nhật 

CK = AI và CJ = AL. 

Hãy quan sát tứ giác IJKL 
và chứng minh những điểu 
mà bạn cho là đúng. 


- c 

Bài 73 

D 

) 

c 

Cho ABCD là hình 

rhữ nhât tâm o AB — a [1 __ 


h xi 


UI IU IIIIỌl, IUIM W| M M >" 1 

CB = b và một điểm M 
thuộc miền trong của 

M 


b 

hình chữ nhật ấy VỚI Á 

các thông tin sau dây; 

i 

a 

K 


Ẽ 


71 




Scan by chihao.info 


1. E, F theo thứ tự là các điểm đối xứng của M qua các đường thẳng 
AB, BC. 

2. G, H theo thứ tự là các điểm đối xứng của M qua các đường thẳng 
DC và AD. 

Từ các thông tin trên ta có thể nêu lên những kết luận gì về các điểm 
E, B, F, vể các đoạn thẳng EG và FH. Chứng minh các kết luận ấy. 


§7. HÌNH THOI - HÌNH VUÔNG - HÌNH CON DIỂU 


A. HÌNH THOI 

1. Định nghĩa 

Hình thoi là hình bình hành có hai 
cạnh kề bằng nhau. Suy ra : Hình thoi 
có tất cả cạnh bên bằng nhau. 

2. Tính chất 

Hình thoi có tất cả các tính chất của hình bình hành. Ngoài 
ra còn có: 

Định lí 1 

.. (AC1BD 

ABCD là hình thoi => i /N /y /N 

[Áx = A 2 , Bj = B 2 


Định lí 2 

ABCD là hình bình hành có AC 1 BD Ị -^> ABCD là 

hoặc Aj = Á 2 ) hình thoi. 
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Định lí 3 

Hình thoi có hai trục dối xứng là hai dường chéo cũa 11 Ó (giao 
điếm cùa hai trục đối xứng là tám đối xứng). 

3. Dấu hiệu nhận biết hình thoi 

Đề chứng minh một tứ giác là hình thoi, ta có thể chứng minh 
một trong các tính chất sau: 

1. Tử giác có bốn cạnh bâng nhau. 

2. Hình bình hành có hai cạnh kề bằng nhau. 

3. Hình bình hành có hai đường chéo vuông góc với nhau. 

4. Hình bình hành có một đường chéo là đường phân giác của 
một góc. 

B. HÌNH VUÔNG 


1. Định nghĩa 

Hình vuông là: 

- Hình chữ nhật có hai cạnh kề bằng nhau. 

- Hình thoi có một góc vuông. 

Hình vuông có bốn cạnh bằng nhau và bốn góc bằng nhau. 

2. Tính chất 

Hình vuông có tất cả các tính chất của 
hình chữ nhật và hình thoi. Lưu ý: 

. ÍAClBD 

ABCD là hình vuông { 

[AC = BD 

Hình vuông có bốn trục đôi xứng là hai 
đường chéo cúa nó và hai đường trung trực 
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của hai cạnh kề (tâm đôi xứng là giao chêm cua các trục đối xứng). 

3. Dấu hiệu nhận biết hình vuông 

Để chứng minh một tứ giác ỉà hình vuông, ta có thể chứng minh 
một trong các tính chất sau: 

- Hình chữ nhật có hai cạnh kề bằng nhau; hình chữ nhật có 
hai đường chéo vuông góc; hình chữ nhật có một đường chéo là phân 
giác của một góc; 

- Hình thoi có một góc vuông; hình thoi có hai đường chéo bằng 
nhau. 

c. HÌNH CON DIỀU 
1. Định nghĩa 

Hình con diều là một tứ giác có hai cặp cạnh, mỗi cặp 
gồm hai cạnh liên tiếp bằng nhau. 



2. Tính chất 

Hình con diều có một trục đối xứng là một đường chéo. 
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Cho hình vuông ABCD. Gọi M và 
N lẩn lượt là trung điểm của AB và 
BC. Các dường thẳng DN và CM cắt 
nhau tại I. 

Chứng minh: IA = AD. 

GỢI Ỷ: 

A CDN = ủ BCM => D 1 = C 1 
=> DN 1 CM 

Hãy kẻ đường cao AH trong tam giác ADI; AH cắt CD ở p. 

AH 1 ID =* AH // CM 

Suy ra p là trung điểm của CD và H là trung điểm của DI. 

Bải 75 

Trẽn cạnh AB của hình vuông ABCD, lấy một điểm E tùy ý. Phàn 
giác của góc CDE cắt cạnh BC tại K. 

Chứng minh: AE + KC = DE. 

GỢI Ý: 

Trên tia đối của tia AB, lấy điểm 
F sao cho AF = CK. 

A DAF = A DCK 

/N A. 

=> F = K 

/N 

Và D t = D 4 

Chứng minh tiếp AFED cân 
đỉnh E. 



Bài 74 
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Bài 76 


Trèn cạnh AB và ở phía trong hình 
vuông ABCD dựng tam giác AFB cân, đỉnh 
F, có góc ở đáy là 15°. Chứng minh rằng 
tam giác CFD là tam giác đểu. 

GIÁI í vắn tắt) 

Ta chứng minh bằng phản chứng. 
Gọi CD = a và FC = FD = b. 



Giả sử a > b. Thế thì Fj > DAF (trong tam giác, góc đối diện 
cạnh lớn thì lớn hơn góc đối diện cạnh nhỏ), tức F > 75°. Cũng 
vậy, ta có Fg >75°. 

Do đó F 2 < 360° - (75° + 75° + 150°) 

F 2 < 60° 

Trong tam giác cân DCF có F 2 < 60° nên CDF > 60°. 


Cạnh đối diện góc F 2 là a, cạnh đối diện góc CDF là b vì thế 
nên b > a, trái với giả thiết. Vậy không thể xảy ra a > b. 


Tương tự ta cũng chứng minh được rằng nếu giả sử a < b ta 
lại suy ra được a > b, mâu thuẫn với giả thiết. 

Như vậy không thể xảy ra a < b mà cũng không thể có 
a > b, nghĩa là a = b, tức là ADCF đều (đpcm). 



CHÚ Ỳ: 1. Bài này ià một bài toán có 
nhiều cách giải. Trên đây, ta làm quen với 
cách chứng minh bằng phản chứng. 

2. Sau đây là một vài gợi ý về một số 
cách giải khác. 

GỢI Ý: 

1. Chú ý rằng AFB là tam giác cân (đỉnh 
F) có trục đối xứng là đường trung trực của 
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AB (qua F), đây cũng là trục đôi xứng 
của hình vuông. Vi vậy DFC là tam giác 
cân (đỉnh F). Chỉ còn phải chửng minh 
FD = DC hoặc ADFC có một góc 60°. 

2. Dựng trên cạnh AB và về phía 
ngoài hình vuông, tam giác đều AEB. 

Chứng minh tứ giác ADFE là hình 
binh hành để có 

AE = DF 

=* DF = DC = FC. 


Cho tam gỉác ABC vuông tại A. Ta dựng các hình vuông ABDE và 
BCFG sao cho D và c ở cùng phía của cạnh AB; G và A ỏ cùng phía 
của cạnh BC. 


Chứng minh rằng GA 1 DC và GA = oc 


aợi Ỷ: 

a) Có thể chứng minh 
AABG =ADBC 

để có c, = G, và chú ý: 

/> /N 

G, + I, = 90° 

= Ỳ 2 (đối đỉnh) 

b) Nếu ABC không phải là 
tam giác vuông, thi kết quả trên 
dây có còn đúng không? 
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Một mảnh vườn hình vuông được rào xung quanh. Sau một thời gian 
bờ rào bị hỏng chỉ còn lại hai cọc rào ở hai cạnh dối diện. Nếu biết dược 
tám của mảnh vườn, hỏi có thể xác định các cạnh của mảnh vườn đó 
hay không? 

GIAI 

1) Phăn tích: (bạn đọc tự làm) 

2) Cách dựng: biết tâm o và 
hai điếm M, N trên hai cạnh đối 
của hình vuông, có thể dựng được 
hình vuông như sau: 

a) Dựng các đường thẳng MO 
và NO và trên các tia đối của 
OM, ON ta lấy các điểm M\ N’ 
sao cho: 

OM = OM’ ; ON = ON’ 

b) Dựng đường thẳng qua o, 
vuông góc với MM’ và lấy các 
điểm p, P’ trên đó sao cho: 

OP = OP’ = OM 

c) Dựng đường thắng qua o, vuông góc với NN’ và lấy cầc điểm 
Q, Q’ trên đó sao cho: 

OQ = OQ’ = ON 

d) Dựng các đường thắng MN\ QP\ NM’, PQ’ cắt nhau tại bốn 
điểm A, B, c, D là các đinh cúa hình vuông cần dựng. 

3) Chứng minh: (bạn đọc tự làm) 

4) Biện luận: các phép dựng a, b. c bao giờ cũng thực hiện được 
78 


M N’ 



N M’ 




Scan by chihao.info 


một ca ch duy nhất. Bối với phep dựng d, ta xét hai trường hợp: 

* M' ỉ N (N' í M) (tức là ba điếm M, N, 0 đã cho không thắng 
hàng với nhau), lúc đó, do có một đường thẳng duy nhất qua hai 
điếm phân biệt, bài toán có một nghiệm hình. 

* M’ 5 N (N’ = M), ba điểm M, N, o thẳng hàng, bài toán có 
vô sô nghiệm hình. 

CHÚ Ý: Nếu M, N ở trên cùng một cạnh, hoặc ồ trên hai cạnh liền nhau 
thì bài toán bao giờ cũng có một nghiệm hình duy nhất. 

Bài 79 

Cho tam giác đều ABC, trực tâm H. Từ một điểm M bâ't kì trẽn cạnh 
BC kẻ ME 1 AB và MF 1 AC, gọỉ I là trung điểm của đoạn thẳng AM. 
D lố chân dường cao hạ từ A. 

1. Chứng minh tứ giác DEIF là hình thoi. 

2. Chứng minh các dường thẳng MH, ID, EF đồng quy. 

GỈÁI (vắn tắt) 


1. Ta cổ FI = “ AM 
z 

'DI = ị AM 

=* FI = DI hay 

A DIF cân, đỉnh A (1) 

Ta lại có I x = 2Ạ 1 

_ ị = 2 A 2 

=ĩ> DIF = 2 (Ẩj + A 2 ) = 60° (2) 

Từ (1) và (2) suy ra ADIF là tam 
giác đều, cho ta 


A 
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FI = FD = II) 

Tương tự, ta chứng minh được tam giác DIE đều cho ta 
EI = ED = ID 


Kết quả 

FI = FD = EI = ED => DEIF là hình thoi 

2. Gọi K là trung điểm của đoạn thẳng AH. Và 0 là giao điểm 
của EF và ID, hay o là trung điểm của đoạn thẳng ID, ta có: 

OH // KI 

Ta cùng có HM // KI 

Theo tiên đề Euclide, ta suy ra ba điểm H, 0, M thẳng hàng 
hay HM đi qua giao điểm o của ID và EF tức là ba đường thẳng 
HM, ID và EF đồng quy. 

NHẬN XÉT VẾ PHƯƠNG PHÁP: Để chứng minh ba dường thẳng HM, ID, EF đồng 
quy, ta đã chứng .minh HM đi qua giao điểm o của EF và ID. Bài toán này 
lại đưa vế việc chứng minh ba điểm H, o. M thẳng hàng. 

Bài 80 

Cho tứ giác ABCD. Gọi p, Q theo thứ tự là trung điểm của các cạnh 
AB, CD và M, N theo thứ tự là trung điểm của các đường chéo AC, BD. 

1. Chứng minh tứ giác MPNQ là hình bình hành 

2. Tứ giác ABCD phải có điểu kiện gì dể MPNQ là hình thoi. 

GỢI Ỷ: 

Thử suy nghĩ xem, đây là một “người quen cũ”, ta đã gặp ở đâu? 

Bài Sì 

Cho hình thoi ABCD. Trẽn tia dối của tia BA lấy điểm M, trên tia 
dốỉ của tỉa CB lấy điểm N, trẻn tia đối của tia DC lấy điểm p, trên tỉa 
dối của tla AD lấy điểm Q sao cho BM = CN =.DP = AQ. 
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Chúng minh: 

1. Tứ giác MNPQ là hình binh hành 

2. Hình bình hành MNPQ vả hình thoi ABCO có cùng tâm. 

3. Với điều kiện nào của bãì toán thì MNPQ là hình thoi? Trong trường 
hợp này, hình thoi MNPQ có gì đặc biệt 

GỢI Ỷ: 

1. Chứng minh các tam giác bằng nhau: 

A QAM = A NCP 
A MBN = A POQ. 

2. Chứng minh MP, QN đi 
qua tâm o của hinh thoi A8CD 
hay chứng minh. 

- Ba điểm M, 0,p thẳng 
hàng. 

- Ba điểm Q, o, N thẳng 
hàng. 

3. Để MNPQ là hình thoi 
cần QM = MN, suy ra 
BAồ = 90° hay ABCD phải tà 
hình vuông. 

Trong trướng hợp nảy 
MN PQ là một hĩnh thoi đặc biệt, 
nó là hình vuông. 

Bài 82 

Đật đủ chín số từ 1 đến 9 vào các đỉnh cùa hình bẽn, sao cho tổng 
các số trên bốn đỉnh cùa hình vuông nào cũng bằng nhau. 

(Đé thi otympic toán toàn L8 Nga 1998. lớp 8. vông I) 



81 



Scan by chihao.inío 


GỌI Ý: 

Gọi tổng các số trẽn các đỉnh 
của mỗi hình vuông là s (có 6 hình 
vuông). 

(a + c + m + h) + (d + b + g + k) 
+ f = 1 + 2 + ... 4 9 = 45 hay 
2S + f = 45 (1) 

Lại cỏ; 

a b. t 

(a + b + d + f) + (b + c + g + f) 
+ (g + m + k + f) + (d + h + k + f) 
= 4S hay s = 15 + f (2) 

g Từ (1) và (2). có f và s. 

Bài toán có mấy lời giải? 

h k m 

NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT LUẬN 

Bài 83 

Cho hình vuông ABCD; gọi E, F, G, H theo thứ tự là trung điểm của 
các cạnh AB, BC, CD, DA. 

CHÚ Ỷ: Sau khi tìm dược kết luận, hãy giải bài toán với một chúi thay 
đổi trong giả thiết: E, F, G, H theo thử tự là những điểm thuộc cạnh AB, 
BC, CD, DA sao cho AE = BF = CG = DH. 

- Hãy thay các từ những điểm thuộc cạnh bằng các từ những điểm thuộc 
đường thẳng..., nhưng không thuộc cạnh... và xét các kết luận trong giả thiết 
mới! 
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Bài 84 

Cho hình bình 
hành ABCD tâm o. Gọi 
I, E, G, H theo thứ tự là 
các giao điểm cùa các 
đường phân giác trong 
của các tam giác ABO, 
BCO, CDO, DAO. 


A B 



CHÚ Ý: Các đường gạch gạch trên hình vẽ là một gợi ý. 


• PHÉP CHIA VÀNG - 
TỈ SỐ VÀNG - HÌNH CHỮ NHẬT VÀNG 


Cho một đoạn thẳng AB. Nểu cỏ một điểm M thuộc đoạn 
AB và chia AB theo tỉ số 


AM MB ề _,_ _ 

^ AB ~ AM A M B 

thì phép chia này được gọi là phép chia vàng (phép chia hoàng 
kim) và sô (p được gọỉ là tỉ số vàng; M là điếm chia vàng. 

Người ta đã tính được giá trị của <p: 

V = 0,6180339887... 

và người ta cũng đã chứng minh được một tính chất độc đáo 
cứa ọ: "Sô* <p là sô dương duy nhất mà đem cộng với 1 tlú 
bằng số nghịch đảo của nó 


1 

ẹ + / = 1,618033 ... - — “ 

q> 

Ngay tù thời cỏ Hi Lạp, người ta dã chú ỷ đến ti số càng 


S3 
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va tì sô này đong một 
vai trò quan trọng 
trong điêu khắc, trong 
kiến trúc, trong hội 
họa v.v... để tạo ra 
những nét đẹp cân đòi. 
Nhiều pho tượng cô Hì 
Lạp còn sót lợi có các 
kích thước phù hợp với 
tí số vàng. Các đền dài 
miếu mạo như Ngôi 
đền Parthenon được 
xây dựng cách nay trên 2500 năm (hiện còn dấu vết ở thủ 
dô Athèncs của Hỉ Lạp) củng tuân theo tỉ sô' vàng. Các họa 
sĩ thời Phục hưng củng thường thể hiện tỉ số này trong các 
họa phẩm nổi tiếng, trong dó có cà bức danh họa La Joconde 
của họa sĩ thiên tài Leonardo da Vinci. 

Vào thời trung cổ, việc xây dựng các nhà thờ châu Au 
và các họa tiết trang trí củng dựa trên ti sỏ vàng. 

Một số nhạc cụ như chiếc vĩ cầm được chế tạo theo các 
kích thước đám báo tí số vàng và ngày nay, ti số vàng còn 
được ứng dụng rộng rãi trong giải phẫu thẩm mĩ đê tạo ra 
những nét đẹp thanh tú hài hòa. 

Người ta củng nhận ra rằng các hình chữ nhật mà tí sỏ 
các kích thước của nó thỏa mãn tỉ số vàng là các hình chữ 
nhật cân đối nhất, và các hình chữ nhật này được gọi là hỉnh 
chữ nhật vàng. 

Trong thực tế vi số ẹ = 0,6180... ỉà một số thập phân vổ 
hạn không tuần hoàn nên đế cho tiện việc tinh toán, người 
ta thường chọn cho ẹ giá trị gần đứng là 0,62. Như vậy các 
hình chữ nhật có kích thước 3 X 5; 4 X 6, 5 X 8 ... là những 
hình chữ nhật vàng. 

Bạn háy dựng một hình vuông ABCD. Lây trung điểm 
E của AB làm tâm, quay một cung tròn bỡn kinh EC. cất tia 


ỉ F 
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AD tụi cỉiếm F. Dưng htnh chứ nhặt DFGC, ta cỏ các hình 
chù nhật AFGB, DFGC ỉa các hình chtì nhật vàng. 

Trong hĩnh chữ nhật DFGC, dựng hình vuông CGEtì thì 
hỉnh chữ nhật DFEH ỉa hình chữ nhật vàng. Và tiếp tục quá 
trình này mài, ta dược các điếm A, c, E, ỉ, J, R... là các điểm 
chia vàng. Nối các điếm này tại hằng các cưng tròn, ta được 
một đường cong gọi là đường xoắn Ốc Lôgarit. 



AED F A E D F 


Điều thứ vị là trong thièn 
nhiên có rất nhiều dạng đường 
cong tuân theo đủng đường xoắn 
ốc này . Chẳng kạn như vỏ của 
loài ốc Nautiỉus hoặc trên bề mặt 
cửa bông hoa hưởng dương (hoa 



quỳ) có hai họ đường 
cong trái chiều nhau là 
những đường xoắn ốc. 
Trên vỏ quà thông và 
quả của một sô cây 
thuộc họ tùng bách, các 
vảy củng được xếp theo 
đường xoắn ốc. 

Tỉ số vàng còn có mặt 
trong các hình ngũ giác 
đểu, các ngôi sao 5 cánh. 



ì* 
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Tỉ số vàng tự nó chứa chất 
nhiều tính chất bí ẩn, kì diệu. 
Chẳng phải ngẫu nhiên mà ban 
đầu, ngìiài Hi Lạp gọi nó là “số 
thiêng liêng”, “số thần thánh”, 
và nhà Thiẽn văn học, nhà toán 
học nổi tiếng người Đức là J. 
Képler đã nói: Hình học có hai 
viên ngọc quý - đó là định lí 
Pythagore và phép chĩa theo tĩ 
số vàng". 


§8. ĐA GIÁC 


1. Khái niệm về đa giác 

Đa giác A 1 A 2 A 3 ...A n là hình gồm các đoạn thẳng A^, AgAg, 
.... A_ 1 A_, A A., sao cho bất kỳ hai đoạn thẳng nào mà có một 
điểm chung thì đều không cùng nằm trên một dường thẳng. Các 
khái niệm cạnh, đỉnh, đường chéo, góc của đa giác, đa giác lồi, điểm 
trong của đa giác được định nghĩa tương tự như đối với tứ giác. 

Đa giác có n đỉnh (n > 3; n e N) còn gọi là hình n-giác hay 
hình n-cạnh. 

Với n = 3 ta có hình tam giác, 
n = 4 ta có hình tứ giác, 
n = 5 ta có hình ngù giác, 

v.v... 

2. Đa giác đều 

Đa giác đều là đa giác có tất cả các cạnh bằng nhau và tất 
cả các góc bằng nhau. 
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Trong hình bẽn, người ta 
đã phải kẻ bao nhiều đường 
chéo cùa đa giác? 

GỢI Ỷ: 

Hãy giải bài toán tổng quát 
hơn: 'Trong một hình n-giác tôi 
(n > 3) có bao nhiêu đường 
chéo?” Chú ý rằng từ mổi đỉnh 
của n-giác, ta kẻ được n-3 
đường chéo. Kết quả: 

n(n - 3) 

■ 2 


Một trò chơi: Cho 8 điểm trên đường tròn. Hal bạn An và Bình 
thay nhau kẻ các đoạn thẳng nối các cặp đỉnh, mỗl người kẻ íỉ nhất một 
đoạn thẳng, nhiéu nhất hai đoạn thẳng. Ai không kẻ được doận thẳng 
nào nữa thì thua cuộc. Nếu 
là người chơi trước, An làm 
thế nào dể có thể chắc 
thắng? 

GỢI Ý: 

Phải biết Số đoạn thẳng 
có thể kẻ được là bao nhiêu. 

Xét bước cuối cùng của trò 
chơi: muốn chắc thắng, An 
phải để lại cho Bình đúng 3 
đoạn thẳng chưa kẻ (vì sao?). 

Tiếp tục đi ngược lên, để suy 
ra "chiến lược” của An. 
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Nếu ỉtèn vòng tròn, cho 7 điẻm. 9 điếm thi sao 7 Tong quát với n điéni 
(n > 3)? 

Bài 87 

a) Có 8 người bạn gặp nhau, mồi người bắt tay vồi tất cả những 
người khác và không có hai người nào bắt tay nhau lần thứ hai. Có bao 
nhỉèu cái bắt tay tất cả? 

b) Trẽn hình sau đày, cỏ bao nhiêu đoạn thẳng? 

-•-•-♦-•-•-•-• 

c) Có 6 người khách lên một xe buýt. Chứng minh rằng giữa họ cô 

3 người đã quen biết nhau từng đôi hoặc có 3 người tửng đôi chưa hề 

quen nhau. 

GỢI Ỷ: 

a) Mời mỗi người đứng ỏ một đỉnh của một 8-giác lòi. Hai người bắt 
tay nhau tương úng với việc nối hai đỉnh bằng một đoạn thảng. 

b) Các bạn nói trên đung thẳng hàng thi số cái bắt tay không hé thay 
đổi. 

c) Coi 6 người tà các đỉnh của một hình lục giác. Khi hai nguời (A, B) 

quen nhau, ta nối A với B bằng một 
đoạn thẳng tô màu đỏ. Khi hai 
ngưòi (A. C) không quen nhau, ta 
nối A với c bằng một đoạn thẳng 
tô màu xanh. (Trẽn hình vẽ, đoạn 
thẳng màu đò là đoạn thẳng nét 
liền, đoạn thẳng màu xanh là đoạn 
thẳng nét đứt). Ta có bài toán: 

Nếu các cạnh và đường chéo 
của một lục giác được tô màu đỏ 
hoặc xanh thì bao giồ cũng có một 
tam giác có các cạnh cùng màu. 
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Bai toan co thê' giải theo cac buoc nhu sau; 

- Xét cac đoạn thẳng xuát phát tư một đinh; thế nào cùng có it nhất 
3 đoạn đuọc tò cùng màu (vi sao?). 

- Giả sú AB. AD, AE cùng màu đò. Xét tam giác BDE trong trường 
hợp có một cạnh màu đỏ và trong trường hợp không có cạnh nào màu đỏ. 

Tù lời giải bài toán trẽn, bạn có thể thấy rằng bài toán sau đây không 
phải lả quá khó: 

Cỏ 17 nhà bác học , mỗi người trao đổì thư từ vôi 16 người khác. Trong 
thư r họ chí bàn vé ba đề tài, nhưng bất cú hai nhà bảc học nào củng bàn 
vói nhau chỉ về một đề tài. Chứng minh ràng có không ít hơn 3 nhà bảc 
học đà bàn với nhau về cùng một dề tài. 

(Đề thi Toán Quốc tế lẩn Ví, 1964} 


Bạn thử giải theo các bước như sau; 

- Coi 17 nhà bác học tà các đỉnh của một hỉnh 17-giác lồi; các cạnh 
và đuờng chéo của đa giác này được tô một trong ba màu: đỏ, xanh, vàng 
(tương ứng vói việc trao đổi giữa hai nhà bác học về một đề tài). Phải chứng 
minh: hình vẽ có ít nhất một tam giác có ba cạnh cùng màu. 

- Một đỉnh bất k’t cùa binh 17-giác là đấu mút của ít nhất 6 đoạn thẳng 
cùng màu (vl sao?). Giả sử 
AB, AC, AD, AE. AG, AH 
cùng màu đỏ. 

- Xét các cạnh và 
đường ehéo của hình tục 
giác BCDEGH trong hai 
trường hợp: a) có một đoạn 
thẳng màu đỏ; b) không có 
đoạn thẳng nào màu đỏ 
(túc là các cạnh và đường 
chéo của lục giác BCDEGH 
được tô một trong hai màu 
xanh hoặc vàng) 
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I Bài 88 Ị 

Chứng minh rằng trong một hình 2n - giác lồi (n > 2) tùy ý, bao giờ 
cùng tìm được những dường chéo không song song với bất kì một cạnh 
nào của da giác ấy. 

(Đề thi vô địch toán lởp 9. Mascơva. 1974) 
GI ÁI 

Xét một cạnh bất kỳ A 1 A 2n của đa giác. Những đường chéo xuất 
phát từ Aị và A 2n thì đương nhiên không song song với AjA 2n , vì 
vậy đường chéo nào song song với A 1 A 2n cũng là đoạn thẳng nối 
hai trong 2n - 2 đỉnh còn lại. 

Ta biết răng không thể có hai đoạn thẳng đi qua một đỉnh mà 
cùng song song với A 1 A 2n - Vì vậy, hai đoạn thẳng song song với 
A' 1 A 2n phải nối hai cặp đỉnh khác nhau, do đó trong các đoạn thẳng 

2n - 2 

nôi từng cặp trong 2n - 2 đỉnh, có nhiều nhất là —-— = n-1 

đoạn thẳng song song với A 1 A 2n - Trong các đoạn thẳng này, có một 
cạnh, còn lại n - 2 đường chéơ (hình vẽ minh họa cho trường hợp 
2n = 10, lúc đó có nhiều nhất làn-2 = 5- 2 = 3 đường chéo 

song song với A 1 A 10 ). 

Với mỗi cạnh, có nhiều 
nhất là n ~ 2 đường chéo song 
song với nó; đa giác có 2n 
cạnh, nên có nhiều nhát là 
2n(n - 2) đường chéo song 
song với một cạnh nào đó của 
đa giác. 

Tống số các đường chéo 

, 2n(2n - 3) 

cua 2n - giác là --——- 

= n(2n - 3), cho nén ta có ít 
nhất là 
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11(2)1 - 3) - 2n (n - 2) = «i 

đường chéo không song song với bất kì vạnh nào cúa 2n-giác đã 
cho (đpcm). 

Bài 89 

Chứng minh rằng tổng dộ dai các cạnh của một ngũ giác lồi bé 
hơn tổng độ dài các đường chéo của ngũ giác đó. 

(Bài thi học sinh giỏi trên Vô tuyến truyền hình 

GỢI Ỷ: 

Ta có: 

AB + BC + CD + DE + EA 
< (AA' + A’B) + (BB’ + B’C) + 

(CC’ + C’D) + (DD' + D'E) + 

(EE- + E'A) (1) 

Mặt khác: 

(AA’ + B'C) < AC, 

(BB’ + C’D) < BD, 

(CC’ + D’E) < CE. 

(DD’ + E’A) < DA, ’ 

(EE' + A’B) < BE (2) 

Kết hợp (1) và (2) suy ra đpcm. 

Bài 90 

Cho một hình n-giác lồi p (n > 6), có chu vi bằng 2, và một n-giác 
lồi M khác, có đình là trung điểm các cạnh cùa n-gỉác p. Chứng minh 
rằng chu vi của da giác M lớn hơn 1. 

(Dề thi vô dịch toán Mascơva. 1971) 


Hungari. năm 1981 - vòng 1) 


A 
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GỌI Y: 

Gọi rrf íà chu vi cùa M. 
p tà chu vi của p, m bầng một 
nửa tổng q các đường chéo 
AC + CE + ... (đườngchéo nối 
cách một đỉnh). 

Chu ví s của hình sao 
(nét đậm) tổn hơn p, nhưng g 
nhỏ hơn q. 


2m = q > s > p. 



D ' c 


D 





Cho hình ngôi sao 5 cánh 
ABCDE 

Tính tổng các góc A, B, C T 
Đ,E 

Tính giá trị mỗi góc, nếu 
ABCDE tà ngôi sao 5 cánh đểu. 

Đáp số : 

Ạ /y ^ 

A + B + c + D + E = 180 ° 
À=B=C=D=É= 36°. 


§9. KHÁI NIỆM DIỆN TÍCH MlỂN ĐA GIÁC 

Khi đã chọn một đơn vị đo điện tích thì mỗi miền đa giác có 
một điện tích. Diện tích có các tính-chất cơ bản sau: 

1. Hai tam giác bằng nhau thì có điện tích bằng nhau. 
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2. Nèư một da giác được chia thánh nhiều da giac không có 
diêm trong chung nhau thì diện tích cua nó bảng tồng diệu tích 
cùa các đa giác đó. 

3. Hĩnh vuông cỏ độ dài cạnh bang một đơn vị dài thì có diện 
tích bằng một đơn vị vuông. 

Nhờ ba tính chất, trên, với mồi đa giác ta có thế đặt tương ứng 
một số dương duy nhất gọi là diện tích của đa giác đó. 

Bải 92 

Cho tam giác ABC, Hãy dựng hình chữ nhật có một cạnh bằng một 
cạnh cùa tam giác và diện tích bằng diện tích tam giác ABC. 


Cách dựng: 

- Kẻ dường thẳng di qua 
trung điểm p cùa AB và Q của 
AC. Từ B kè BE và từ c kè 
CF vuông góc với PQ. 

Tứ giác BEFC ià hình 
chữ nhật phải dựng. 


A 



Chứng minh 

Do EF // BC và BE // CF nên BEFC là hình bình hành, ta lại 
có E = 90° do đó BEFC là hình chữ nhật, có đáy BC là cạnh của 
A ABC. 


Ké AI 1 PQ ta có: 

A AIP = A BEP => S AI p = S BEP (1) 

A AIQ = A CFQ => S A1Q •= S^PQ (2) 

Hình chữ nhật BEFC được chia thành tứ giác BPQC, và các 
tam giác BEP. CFQ không có điếm trong chung nhau, vậy: 

S BKFC = S BKP + S Bi'Qr + S CFQ iLi> 
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Tam giar ABC được chìa thanh tư giác BPQC và các tam giác 
A1P. AIQ không có điểm trong chung nhau, vậy: 

S ABC = S A1P + S BPQC + S AỈQ (4) 

Kết hợp (1), (2), (3), (4) ta có: 

S BEFC = S ÀBC 

Vậy hình chữ nhật BEFC ỉà hình chữ nhật có một cạnh bằng 
một cạnh cúa tam giác ABC và diện tích bằng diện tích của tam 
giác ABC. 

Biện luận: Ta dựng được 3 hình chữ nhật như vậy theo ba cạnh 
của tam giác. 

Bải 93 

Cho hình thang ABCD có đáy nhỏ ià BC. Từ trung điểm I của CD, 
ta kẻ Ix song song với AB. Từ A và B hạ AH và BE vuông góc với Ix. 
Chứng minh rằng diện tích tứ giác ABEH bằng diện tích hình thang ABCD. 

(Đề thi vào lởp 8 chuyên toán Hà Nội năm học 1980/81) 
GIÁI 


Gọi p và Q là các giao điểm cùa đường thẳng Ix với các đường 
thẳng BC và AD. 



Ta có: 

A ICP = A ĨDQ 

Ạ A A A 

(vì IC = ID, Cj = íỳ 1, =y 

Theo tính châ't 1) của 
điện tích ta được: 

S ICP = S IDQ 
Hình thang ABCD được 
chìa thành hình ngũ giác 
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ABC1Q và tam giác IDQ không có điếm- trong chung nhau. 

Hình bình hành ABPQ được chia thành ngũ giác ABCIQ và tam 
giác ICP không có điểm trong chung nhau. 

Theo tính chất 2) ta có: 

S ABCD " S ABCIQ + S IDQ 

S ABPQ ~ S ABCIQ + S fCP 
Do vậy, ta được: 

S ABCD = S ABPQ (1) 

Ta dễ dàng chứng minh được: 

A AHQ = A BEP => S AH Q = Sggp 

Hình bình hành ABPQ được chia thành tứ giác ABEQ và tam 
giác BEP không có điểm trong chung nhau. 

Tứ giác ABEH được chia thành tứ giác ABEQ và tam giác AHQ 
không có điểm trong chung nhau. 

Suy ra: 

S ABPQ = S ABEQ + S BEP 
S ABEH = S ABEQ + S AHQ 

V ^ y S ABPQ = S ABEH (2) 

Từ (1) và (2) ta có: 

S ABEH = S ABCD 
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I Bài 94 

Cho lục giác đểu ABCDEP. Gọi M và K là trung điểm của các cạnh 
CO và DE; L là giao điểm cùa AM và BK. Chứng mình rằng diện tích 
tam giác ABL bằng diện tích tứ giác MĐKL. Tính dọ lớn cùa góc giữa 
AM và BK. 


(Đế thi vô địch toán lớp 8 - CHLB Nga, 1980) 


GỘI Ỳ : 


Bằng cách chứng minh các tam giác 
bằng nhau, hãy chứng minh: 

^ABC + S ACM = S BCD + S BOK 

dể suy ra: 

S ABCM = S BCDK 

ẤLB = 60°. 


A B 



Bài 95 

Cho hình vuông ABCD. Qua giao điểm o của các dường chéo ta kẻ 
hai dường thẳng vuông góc với nhau MON và POQ cắt AD, BC, DC, AB 
theo thứ tự M, N, p, Q. Chứng minh rằng hai dựờng thẳng vuông góc 
này chia hình vuông thành bốn tứ giác có diện tích bằng nhau. 


(Đề thi vào cấp 3 chuyên Toán, 1979) 


Q 


B 



N 


GỢI Ỷ: 

CÓ thể kẻ hai đường chéo của hình vuông, 
chia hình vuông ra bốn phần có diện tích bằng 
nhau. Chỉ cần chứng minh 


A OAM = A OOP = A OCN = A OBQ 

/s /\ /X /S 

- B. 


/X 

A, =- B, = c, = D, = 
OA = OB = OC = 00 
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vi đối đỉnh: Ồ 1 = Õ 2 vì là góc nhọn có cạnh tương ứng vuông 

góc). 


§10. DIỆN TÍCH ĐA GIÁC 


1. Diện tích hình chữ nhật 

s = a.b 

2. Diện tích hình vuông 

s = a 2 


3. Diện tích tam giác 

* Tam giác vuông 



* Tam giác bất kì 
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5. Diện tích hình bình hành 



Bài 96 

Cho tam giác ABC có đáy BC cô' định. Đỉnh A di động sao cho diện 
tích của tam giác ABC bằng một số không dổi cho trước. Tìm tập hợp' 
các đỉnh A. 


A d 



GỢI Ý: 

Gọi diện tích tam giác ià s. 
Ta có: 


s= —AH.BC 
2 

2S 


AH = 


BC 


• Do đó, theo định lí về tập 
hợp các điểm cách một đường thẳng cho trước một khoảng cho trước, ta 
có tập hợp các điểm A là hai đường thẳng song song với cạnh đáy BC. 


Từ bài toán này ta rút ra được một kết quả quan trọng vận dụng nhiều 
trong việc giải toán. 

Những tam giác có chung đáy còn đỉnh thứ ha nằm trên 
một đường thẳng song song với đáy chung ấy thì có diện tích 
bằng nhau. 

. Ngược lại, những tam giác có chung đáy và có diện tích 
bằng nhau thì đính thứ ba của chứng nằm trẽn một đường 
thẳng song song với đáy chung ấy. 
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Bài 97 

Cho hình ngũ giác lồi ABCDE. Hãy dựng một tam giác có diện tích 
bằng diện tích hình ngũ giác ấy. 

tìlÁl 

Phân tích: Giả sử 
đã dựng được tam 
giác DA’B’ sao cho: 

S DA’B’ = S ABCDE 

Kẻ DA và DB. Ta 
thấy ngũ giác 
ABCDE và tam giác 
DA’B’ có phần chung 
là tam giác DAB và: 

0.0 A’ A B B’ 

S DEA = S DA’A 

S DBC = S DBB’ 

Hai tam giác DEA và DA’A có cùng diện tích và có chung đáy 
AD nên ATS // AD. 

Tương tự, ta có B’C // BD 

Từ đó, ta có cách dựng sau đây: 

Cách dựng: Từ đỉnh D chẳng hạn, ta nối DA, DB. 

Qua đỉnh E kẻ đường song song với DA cắt đường thẳng AB 
ở A\ và qua c kẻ đường thẳng song song với DB, cắt đường thẳng 
AB ở điểm B\ Tam giác DA’B’ là tam giác phải dựng. 

Chứng minh và biện luận (bạn đọc tự làm) 
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I Bài 98 I 

Cho tam giác ABC vã một điểm D trên BC. Hãy dựng qua D một 
dường thẳng chia tam giác dã cho thành hai phần có diện tích bằng 
nhau. 

GIẢI 


X I 


I 

I 



Phân tích: 

Giả sử đường thẳng DE 
dựng được đã chia tam giác 
ABC thành hai phần có diện 
tích bằng nhau. 

S DEC = S ABDE . (1) 

Nối A với D, ta- có: 

S ABDE = S ADE + S ADB 

Dựng đường thắng 
Bx // DA cắt CA kéo dài tại 
G. Ta có: 


®ADB = S adg ( yi có ctlun s đáy AD và BG // DA) 

Như vậy: 

S ABDE = S ADE + S ADG = S DGE 
Theo điều kiện (1), đẳng thức cuối này có thể viết: 

S DEC = S DGE 

Hai tam giác DEC và DGE có chung đường cao và có diện tích 
bằng nhau. Do đó hai đáy có độ dài bằng nhau, nghĩa ià GE = EC, 
hay E là trung điểm của GC. 
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Cách dựng: 

1. Nối A với D 

2. Kẻ Bx // AD cắt đường 
thẳng CA tại G; 

3. Dựng trung điểm E của 
đoạn thẳng CG. 

Đường thẵng DE chia 
A ABC thành hai phẩn có diện 
tích bằng nhau. 

Chứng minh: (Bạn đọc tự chứng minh) 

Biện luận: Ở đây, vai trò của hai đỉnh B, c là như nhau, cho 
nên đượng nhịên phải nghĩ đến việc dựng Cy // DA, cắt BA kéo 
dài ở H, và dựng trung điểm E’ của BH. 

Tuy nhiên, E phải nằm trên cạnh AC (E’ phải nằm trên cạnh 
AB), và bài toán bao giờ cũng có một nghiệm hình duy nhất: khi 
D = M (trung điểm của BC) thì E s E’ s A; khi D thuộc đoạn thẳng 
BM thi ta dựng Bx // AD và được E thuộc cạnh AC; khi D thuộc 
đoạn thẳng CM thì ta dựng Cy // ,AĐ và được E’ thuộc cạnh AB. 


v y 



Ị Bài 99 

Chứng minh rằng diện tích của tam giác nộỉ tiếp trong hình bình 
hành không thể lởn hơn một nửa diện tích của hỉnh bỉnh hành dó. 

(Để thi vô dịch toán hiungari, 1915) 

Chú thích: Tam giác nội tiếp trong hình bình hành là tam giác nằm ở 
miền trong của hình bình hành và có các đỉnh nằm trên các cạnh của hình 
binh hành. 
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GIÁl 

a) Trước hết, xét trường 
hợp đặc biệt khi tam giác có 
hai đỉnh (K, L) nằm trên một 
cạnh của hình bình hành 
ABCD. Vì m < h, KL < AB, 
nên 

S KLM = -£ m. KL<-i-h. AB 


D c 



D L G 



b) Trong trường hợp tổng 
quát: K, L, M nằm trên ba cạnh 
khác nhau của hình bình hành. 
Khi đó, bao giờ cũng cổ hai đỉnh 
(thí dụ K và L) nằm trên hai cạnh 
đô'i diện của ABCD. Từ M kẻ 
đường song song với AB, cắt LK 
ở p và BC ở Q. Bài toán được đưa 
về trường hợp đặc biệt đã xét: 


Sklm - ®KPM + S PML ắ 2 Sabqm + 2 Smqcd = 2 Sabcd 

Bải 100 

Cho tử giác ABCD bất kỉ. Chứng minh rằng qua mỗi dinh của tứ 
giác có thể kẻ dược một dường thẳng chia tứ giác thành haí phần có 
diện tích bằng nhau. 

aợi Ý: 

Vận dụng kết quả các bài 96, 98 ta có cách dựng sau đây: 

Cách 1: 


Qua D kẻ đường thẳng song song với AC, cắt tia BC ở E. 
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Trung tuyến AM của tam giác ABE 
là đường cần dựng, 

Cách 2 

Lấy trung điểm E của đường chéo 
DB. Qua E vẽ đường song song với 
dường chéo AC, cắt BC ở M, AM là 
đường cần tìm. 

CHÚ Ỷ: Cũng như với bài 98, ở đây 
vai trò của BC và CD là như nhau (cạnh 
không qua đỉnh A), do đó trong phần 
biện luận, cần xem xét khi nào thì có 
điểm M ở trên cạnh BC, khi nào có điểm 
M trên cạnh DC. 


Bài 101 

Cho tứ giác ABCD và một điểm M trên một cạnh của tứ giác. Dựng 
qua M một dường thẳng chia tứ giác thành hal phẩn có diện tích bằng 
nhau. 

GIẢI 


Phân tích: 


Giả sử M nằm 
trên cạnh CD của tứ 
giác và đường MN 
chia tứ giác ABCD 
thành hai phần có 
diện tích bằng nhau: 


S ADMN ~ S BCMN 

Ta kẻ MA, MB 
và đường Cx // MB 
cắt tia AB tại E và 


\ y 
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đường Dy // MA cắt tia BA tại G. Ta có: 


S MAD = S MAG và 

S MBC 

= S MBE* 

Vì thế: 


S ADMN = S MAN + 

S MAD 

= S MAN 

+ S MAG = S MGN 

(1) 

S BCMN = S MNB + 

S MBC 

= S MNB 

+ S MBE “ S MNE 

(2) 


Từ (1) và (2), ta có: 


S MNG = ^MNE’ n ểhĩa N là trung điểm của GE. 
Cách dựng: 

1. Kẻ MA và MB.„ 


2. Kẻ Cx // MB cắt tia AB tại E và Dy // MA cắt tia BA tại G. 

3. Xác định trung điểm N của GE. 

Đường thẳng MN là đường cần dựng. 

Chứng minh (dễ dàng) 

Biện luận 



Đường thẳng MN là đường thẳng 
phải đựng chỉ khi điểm N thuộc cạhh 
AB. 


Trong trường hợp ABCB và M như 
trong hình a, với phép dựng nói trên, 
điểm N (trung điểm của EG) ở ngoài 
cạnh AB, vì vậy phép dựng ấy không 
cho ta lời giải của bài toán. Trong 
trường hợp này, phải tìm điểm N € BC 
hoặc N E AD có thể như hình bên: 


1. Dựng AE // DB 


S ECD - S ABCD' 
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2 Dựng DG // ME 

S ECD = S GCM‘ 

Suy ra S QCM = 

3. Dựng trung điểm N của 
CG. 

MN là đưừng thẳng cần dựng. 

Bài toán luôn có một nghiệm 
hình. 


I Bài 102 I 

Các cạnh đối AB và DE, BC và EF, CD và FA của một lục giác lồi 
ABCDEF song song VỚI nhau. Chứng minh rằng diện tích tam giác ACE 
bằng diện tích tam giác BDF. 

{Đé thi vô địch toán Hungari, 1958) 


GỢI Ý: 

Hãy chú ý: 

S ACE = S ANC + S AME + S ENC + S MNP 
S BFD = S FDP + S BMD + S FNB + S MNP 

Hãy chứng minh các thành 
phẩn tương ứng trong hai tổng trên 
là bằng nhau. 


A 
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Bài 103 

Cho tam giác ABC có diện tích 
s. Dựng các tam giác AGH, EFC, 

DBI lẩn lượt đối xứng với ABC qua 
các điểm A, c, B. Tính diện tích 
lục giác DEFGHI theo s. 

GỢI Ỳ: 

Có thể kẻ qua A, B, c các 
đường thẳng tương ứng song song 
với cạnh đối diện của tam giác ABC. 

Chứng minh rằng ta được 13 tam 
giác bằng với tam giác ABC. 

Bài 104 

Gọi K và M là trung điểm của các cạnh AB và CD của một tứ giác 
lồi ABCD. L và N nằm trẽn hai cạnh kia của tứ giác sao cho KLMN là 
hình chữ nhật. Chứng minh rằng diện tích hình chữ nhật KLMN bằng 
một nửa diện tích tứ giác ABCD.- 

(Dề thi vô địch toán Liên Xô - 1981) 
GỢI Ý: 

Gọi L' là trung điểm 
của BC 

N’ là trung điểm của 
AD 

Hãy chứng minh: 

a ) S ABCĐ “ 2 ^KL'MN- 

b) Trung điểm o 
của KM cũng là trung 
điểm của NL và N’L\ suy 
ra AD // BC. 



H G 
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Bài 105 I 

Cho hình vuông ABCD. Gọi K, o, E, N là trung điểm của AB, BC, 
CD, DA. Các đoạn thẳng AO, BE, CN và DK cắt nhau tại L, M, R, p. 

Tính tỉ số diện tích 

S MLPR : S ABCD 

GIÁ ỉ (vắn tắt) 


Ta dễ dàng chứng minh được 

- AL = LP = BP = PR = RC = A K B 



S DMC = 2S MRL - S MLPR 
Chứng mình tương tự, cuối.cùng ta có: 


S DMC " S BRC = S APB ~ S ALD ” S MLPR 

chố ta: 

Smlpr = j_ 

SaBCD 5 

• Ta sẽ khai thác bài toán này theo các hướng khác nhau: 

Hướng thứ nhất 

Chú ý rằng trong chứng minh trên đây (và ngay cả trong 
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giả thiết của hài toán) các kiến thức có tính chất “chìa khóa " 
để giải bài toán liên quan đến vấn đề “trung điểm”, vấn đề 
“song song”. 

Do vậy, liệu bài toán còn đúng khi ta thay hỉnh vuông 
ABCD bằng hình chữ nhật, hình bình hành không? Ta hãy 
đề ra và giải bài toán sau: 

Bải 106 

Cho hình bình hành ABCD. Gọi K, o, E, N là trung điểm của AB, BC, 
CD, DA. Các đoạn thẳng AO, BE, CN, và DK cắt nhau tại L, M, R, p. 


Chứng minh rằng: 


S ÀBCD = 5 S mlpr. 


K B 


Xem lời giải bàỉ 105. 
Hướng thứ hai 


Do việc chứng minh 
được PL = LA, LM = MD, 
E ^ MR = RC và RP - PB, 

ta nhận thấy các đỉnh 
của hình vuông ABCD có 
được bằng cách kéo dài 
các cạnh của hình vuông MLPR thèm những đoạn bằng cạnh 
của nó và theo một hướng xác định. Từ đây, ta có thể biến 
đổi bài 105 thành một bài toán mới. 

Cho hình vuông ABCD, ta kéo dài các cạnh thêm một 
đoạn BE = AB; CF = BC, DH = DC, AK = DA. 

Chứng minh 


S EFHK = 5S ABCD • 
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Tương tự ta có: 

S MNB = 2S ABC 
S QAM = 2S DAB 
S PCN = 2S DBC 

Vậy: 

S MNPQ = S PDQ + S MNB + S QAM + S PCN + S ABCD 

= 2 (S DAC + S ABC } + 2(S DAB + S DBC ) + S ABCD 
= 2 S ABCD + 2S ABCD + S ABCD = 5S ABCD’ 

Bài 108 

Các điểm M, K, L nằm lẩn lượt trẽn các cạnh AC, AB, BC của tam 
giác đểu ABC sao cho 

AM = CL = BK = i-AB. 

3 

Các đoạn thẳng AL, BM, CK cắt nhau tại các điểm D, E, F. 
Chứng minh rằng: 

a) S DEF = — S ABC 

b) S QEF = 3 S adm 

(Đề thi vô địch toán Hungạri, 1942) 

GỢI Ỷ: 

Tlm cách chứng minh BE = DE. 

Trước hết, chứng minh ADEF đểu (suy từ AABD = ABCE = ACAF). Sau 
đỏ, có thể kẻ từ B đường song song với AD, cắt CK kéo dài ở G, có ABEG 
đểu. 
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NHẬN XÉT 

Trong đề toán trên đây, 
bạn thử thay “tam giác đếu" bởi 
"tú giác đều" (hình vuông), và 
xét xem sẽ có kết quả gì. 
Ngược lại, trong các bài 105, 
106, 107 bạn thử thay “tứ giác” 
bởi Tam giác” (“hình vuông" bởi 
“tam giác đều”) và thử đề ra 
và giải các bài toán mới. 



Cho tam giác ABC có diện tích bằng s. Trên cạnh AB ta tấy một 
điểm M và trên AC lấy một điểm N sao cho AM = 3BM và AN = 4CN. 
BN và CM cắt nhau ỏ điểm p. Hãy tính diện tích tam giác ABP. 

GIÁI (vắn tắt) 


Đặt S MPB - x > S NPC ■ y 


ta có S^p = 4x. 
và có hệ: 

4x + 4y = s 
5 

3x + 5y = -5. s 
4 

Giải hệ này ta có: 




g 

Vậy :S ABP = 4x = o ■ 
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Bài 110 

Trong những hình thoi có chu vi bằng, nhau, tìm hình thoi có diện 
tích lớn nhất. 


GIẢI 


Ta biết diện tích hình thoi ABCD là: 

S ABCD = ABDH 


Trong tam giác vuông ADH thì DH < AD 


nên S ABCD = AB.DH < AB.AD 


D 



Mà AD = AB, 

nên S ABCD s Afl2 

Vậ y S ẠBCD CÓ « iắ 
trị lớn nhất khi 

S AB€D = AB 2 

tức là ABCD là hình 
vuông. 

Kết luận: 


Trong các hình thoi có càng chu vi thì hỉnh vuông có diện 
tích lớn nhất 

Bạn thử chứng minh mệnh đề có liên quan sau đây: 

Trong các hình thoi có cùng diện tích thì hình vuông có 
chu vi nhỏ nhất. 


Người ta chứng minh được rằng trong các kết luận trên, 
có thể thay “hình thoi” bởi “hình tứ giác bất kỳ”. 


112 






Scan by chihao.inío 


Bài 111 

Hình bình hành ABCD có diện tích bằng 1. Gọi M là trung điểm của 
BC; AM cắt BD ở Q. Tính S MQDC - 

GỢI Ỷ: 

Gọi K là trung điểm 
của AD. 

CK cắt BD ỏ 'N; 

Ta chứng minh: 

S BMQ = “ — S BCD 


5 

Đáp sô: S MQ0C = — 

I Bài 112 I 

Cho ỉứ giác lồi AĐCD. Gọi E, F, G lẩn lượt là trung điểm của các 
cạnh AD, DC, CB. 

Chứng mỉnh rằng dỉện tích tam giác GEF bằng 1/4 diện tích tứ giác 
ABCD. 

GỈÁỈ (vắn tất) 

D 

Gọi I là trung điểm của 
AB. Ta dễ dàng chứng minh 
được EFGI là hình bình hành 
và có: 

_ J_ o ^ 

S GEF - 2 S EFGI 


Mặt khác: S EDF = ịs DAC 



c 
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S KI)K + S KAI» + S FQ<: - 2 S ADC 

Tương tự: S BIG + S 1AP + S QQC = — S ABC 

Vì vậy: S EFGI = — S ABCD 

Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 

Bài n£ 

Cho hình bình hành ABCD. Các điểm E, F, G, H theo thứ tự nằm 
trẻn các đoạn thẳng AB, BC, CD, DA. 

Chứng minh rằng nếu diện tích tứ giác EFGH bằng một nửa dỉện 
tích ABCD thì ít nhất một trong các dường chéo của EFGH phải song 
song või một cạnh của hình bình hành. 

GIẢI 

Cách 1: 

Từ các điểm E, F, G, H ta kẻ các đường song song với các cạnh 
của hình bình hành, các đường thẳng này cắt nhau tại các điểm 

K, L, M, N. Tứ 
giác KLMN là 
hình bình hành. 
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S EFK + S FNG + S GMH + S HLE ~ S ABCD S EFGH " S EFGH 
Điều này xảy ra khi và chỉ khi = 0 


nghĩa là LM = NK => FH//AB. 

hoặc KL s NM => EG//BC. 

Cách 2: Chứng minh 
bằng phản chứng 

Giả sử 

r „ = ị s. 

°EFGH 2 ABC ĩ) 
nhưng cả FH và EG đều 

không song song với cạnh 
của hình bình hành. Qua 
điểm G kẻ đường GK // 

BC. Ta có 


B F c 



S HGFK ” 2 


S ABCD ~ S HGFE • 
S FKH = S FEH’ 


Hai tam giác này có chung đáy FH, có diện tích bằng nhau, 
suy ra EK // FH, kéo theo FH // ẠB. Điều này trái với giả thiết. 


Bài 114 


Cho tứ giác ABCD. Kéo dài các cạnh dối diện AB cắt DC ở E; AD 
cắt BC ở F. Gọi p, Q theo thứ tự là các trung điểm của các dường chéo 
AC và BD. 


1 

Chứng minh S EPQ = Spp Q = — S ABCD 


GỢI Ý : 

Hệ số "7 9di cho ta nghĩ đến các kết quả: 
4 
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- Một đưởng trung 
bình tạo với hai cạnh bên 
của tam giác, một tam giác 

1 

nhỏ có diện tích bằng — 
4 

diện tích của tam giác tởn. 

- Tam giác có đáy 
bằng một nửa cạnh của 
hình bình hành và chiểu 
cao tương ứng bằng chiều 
cao của hình bình hành thi 

, 1 

có diện tích băng ~~ diện 
4 

tích hình bỉnh hành. 


Do vậy, ta tìm cách 
tạo ra các tam giác và các 
hình bình hành thích hợp. 

Qua trung điểm K của AB, dựng các hình bình hành KBCI (KI = BC) 
và KADJ (KJ = AD). 

Bài 115 


ĐỊNH Lí GAUSS 


Bài toán trên đây cho ta kết quả là 

S EPQ “ S FPQ ^ 

Gọi I là giao điểm của đường thẳng PQ với EF. 

Kẻ EH 1 PQ và FK 1 PQ. Ta có 

S EPQ = I P Q- EH (2) 
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S FPQ = I P Q- FK 


(3) 
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Từ (1), (2), (3) suy ra EH = FK. 

Từ đây A EHI = ổ FKI 
=> IE = IF 

hay I là trung điểm của đoạn thẳng EF. 

Kết quả này là nội dung của định lí Gauss: 

“Đường thẳng nối các trung điểm của hai đường chéo của một 
tứ giác lồi (không phải là hình thang hoặc hỉnh bình hành) thì chia 
đôi đoạn thẳng nối giao điểm của các cặp đường thẳng chứa các 
cạnh đối diện ” 


Carl Gauss 

(1777-1855) 

Chú thích: 

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) 

Nhà toán học vĩ đại và nhà vật lí nổi tiếng người Đức 
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MỘT BÀI TOÁN ỨNG DỤNG ĐỊNH LÍ GAƯSS 


Bài 116 

Cho tam giác ABC; các đường cao ĐD và CE cắt nhau tại H. Gọi 
M, N, p theo thứ tự là các trung điểm của các đoạn thẳng AH, DE và 
cạnh BC 

Chứng minh ba điểm M, N, p thẳng hàng. 

GỢI Ý: 

Áp dụng định lí 
Gauss vào tứ giác ADHE. 

Nhận xét: 

Với các giả thiết 

BDl AC ; CE 1 AB 

ta có thể giải bài toán này 
mả không dùng định lí 
Gauss. Áp dụng tính chất 
trung tuyến thuộc cạnh 
huyền của tam giác vuông, 
ta có ngay ME = MD, 

PE = PD. Điếu này chứng tỏ hai điểm M, p đếu nằm trên đường trung trực 
của đoạn thẳng ED. 

Tuy vậy, khi áp dụng định ií Gauss, ta không sử dụng gì đến các giả 
thiết BD 1 AC, CE i AB. Do vậy, ta nghĩ dến một bài toán tổng quát hớn, 
như sau: 

“Cho tam giác ABC. Trên cạnh AB có một điểm E, trên cạnh AC có 
một điểm D. Hai đoạn thẳng BD, CE cắt nhau tại điểm o. Gội M, N, p theo 
thứ tự là các trung điểm của các đoạn thẳng AO; ED; và cạnh BC. Chứng 
minh ba điểm M, N, p thẳng hàng’'. 


A 
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CHÚ Ý: 

Khi điểm Otrùng với 
trực tâm H của tam giác 
ABC thì ta trở lại với bài 
toán trên. 



Bài 117 

Cho một đa giác lồi chỉ chứa các tam giác có diện tích không lớn 
hơn 1. 

Chứng minh rằng da giác dó có thể chứa trọn trong một da giác 
có diện tích bằng 4. 


GỢI Ý: 


Trước hết, ta nhận xét rằng đây là một bài tập chứng minh khá đặc 
biệt. Bài tập này không phụ thuộc vào hình dạng cụ thể mà chỉ chú trọng 
đến quan hệ của các yếu tố hình học đã cho trong bài, ô đây là các độ 
lớn về diện tích. Hãy chú ý tới các số 1 và 4, có thể tạo nên hệ sô' 1/4 


với các liên quan hình 
học ta dâ gặp trong bài 
114. 

Sau đây lá một 
cách giải (ngắn gọn) 

Trong số các đoạn 
thẳng nằm gọn trong đa 
giác, ta chọn đoạn AB 
cô độ dài lớn nhất. Gọi 
c là đỉnh của đa giác 
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cách xa AB nhất. Khi đó hình chữ nhật MNPQ có cạnh có độ lớn bằng AB 
và CD (D là điểm đối xứng của c qua AB) sẽ chứa trọn đa giác đã cho. 

Vì S ABC < 1 nên S MNPQ = 4 S abc < 4. 

• MỘT SỐ BÀI TOÁN GIẢI BANG 
PHƯƠNG PHÁP DIỆN TÍCH 


Bài 118 

Chứng minh rằng trong một tam giác, chiều cao ứng với cạnh lớn 
có độ dài nhỏ hơn chiểu cao ứng với cạnh nhò. 

GIẢI 


Giả sử ta có tam giác ABC, trong dó AB > AC, các đường cao 
tương ứng là BH, CK. 


Ta phải chứng minh BH > CK. 
Thật vậy ta có: 

BH.AC = CK.AB 

“ 2S abc 


A 



BH AB 
CK AC > 1 
(vì AB > AC) 

Do đó: BH > CK. 

CHÚ Ý: Ta CÓ thể giải 
bài này theo cách khác, 
như sau: 
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Do AB > AC nên có 
thể lấy trên AB một điểm 
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D sao cho AD = AC. Từ D kẻ DI 1 AC. Ta có A ADC cản đỉnh A nên 
CK = DI (1) 

Từ D kẻ DJ 1 HB; vì D nằm giữa hai điểm A, B nên điểm J phải nằm 
giữa hai điểm H, B, do vậy ta có: 

HJ < BH (2) 

Mặt khác tứ giác DiHJ là hình chữ nhật nên 

DI = HJ (3) 

Từ (1), (2), (3) ta suy ra CK < BH. 

Các bạn hãy so sánh hai cách giải để thấy ưu điểm của 
phương pháp diện tích trong trường hợp này và tìm thêm bài 
toán thích hạp trong đó phương pháp diện tích tỏ ra có ưu 
điểm. 

Bài 119 

Cho tam giác ABC cân, đỉnh A. Một điểm D di chuyển trên cạnh 
dáy BC. Từ D kẻ các đường DE, DF lần lượt vuông góc với AC, AB. Chứng 
minh rằng tổng DE + DF không phụ thuộc vào vị trí của điểm D trên 
BC. 

GIÁI 

Để chứng minh DE + DF 
không phụ thuộc vị trí cưa 
điểm D, ta chứng minh nó 
luôn luôn bằng một đại lượng 
không đổi. 

Kẻ đường cao CK ta có: 

S ABD + S ACD = S ABC 

2.AB .DF + 2.AC . DE = 

= 2.AC .CK 
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Vì AB = AC liên: 

(DE + DF) AC = AC.CK 
DE + DF = CK 
Bài 120 


Chứng minh rằng tổng các khoảng cách từ một điểm thuộc miền 
trong của một tam giác đểu đến ba cạnh cùa nó không phụ thuộc vào 
v| trí của điểm ấy. 



sử dụng đến các kiến thức vé diện tích. 

Kẻ qua M đường thẳng song song vởi cạnh BC để cộ: 

MP = HH’ 

MR + MQ = B’l = ẠH' 

MR+MQ + MP = AH’ + H'H = AH 

2. Hãy mô rộng bài toán và 
chứng minh cho trường hợp một 
đa giác đều. 

3. Hãy chứng minh rằng kết 
quả cũng đúng với một hình đa 
giác có các cạnh bằng nhau 
(chẳng hạn hình thoi) hoặc với 
một đa giác có các góc bằng nhau 
(chẳng hạn hình chữ nhật). 


A 
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Cho tam giác ABC, với AB = c, AC = b (b > c); M là trung điểm của 
cạnh BC. 

1. Chứng minh rằng khoảng cách từ M đến cạnh AC nhỏ hơn khoảng 
cách từ M đến cạnh AB. 

2. Gọi khoảng cách từ M đến cạnh AC là d. Cho A = 90°. Chứng minh 
hệ thức 

J_1. JL 

d b c 



Chứng minh định lí: 

“Trong một tam giác, chân dường phân giác trong của một góc chia 
cạnh dối diện thành hai đoạn thẳng tỉ lệ với hai cạnh kề của góc ấy”. 

GỌI Ý: 

Gọi D là chân đường phân giác của góc A. 

Cần chứng minh 


DB AB 
DC “ AC 


Ta có 

S ABD= 2 DBAH= 2 ABDE(1) 

S ACD= 2 DC AH = 2 AC DF(2) 

mà DE = DF (3) 

Từ (1), (2). (3) suy ra đpcm. 
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Bải 123 

Trong một tam giác, gọi h a là đường cao ứng với cạnh a và h b là 
đường cao ứng với cạnh b. 

Chứng minh rằng nếu a > b thì 

a + h > b + h. 

a b 

Hãy xác định khi nào thì có dấu dẳng thức. 

(Trích đề thi vô địch toán Anh, 1967) 

G0I ý: 

Gọi s là điện tích của tam giác 

2S = ah a = bh. 

a b 

Chú ý rằng h < b vì 2S < ab. 

a 

, 2S {, 2S \ 
a + h a - (b + h b ) = a + — - 1 b + — 1 

= <a - b, ( 1 -f ) ì0 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2S = ab tức là hai cạnh đã cho 
vuông góc với nhau. 

Tam giác đã cho vuông góc tại đỉnh c. 


• NGỤY BIỆN TOÁN HỌC 

Chúng ta đã nghe nói đến ngụy biện toán học. Vậy ngụy 
biện toán học là gì? Trước hết ta hãy làm quen với ngụy biện 
qua một số vi dụ cụ thể trong phạm vi kiến thức của chương 
trình Hình học lớp 8. 
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Bài 123 

Trong một tam giác, gọỉ h a là đường cao ứng với cạnh a và h b là 
đường cao ứng vổi cạnh b. 

Chứng minh rằng nếu a > b thì 

a + h > b + h. 

a D 

Hãy xác định khi nào thì có dấu dẳng thức. 

(Trích đề thi vỏ địch toán Anh, 1967) 

GỢI Ý: 

Gọi s là diện tích của tam giác 

2S = alv = bh. 

a b 

Chú ý rằng lr < b vì 2S < ab. 

a 

V 2S (, 2SN 
a + h a - (b + h b ) = a + — - 1 b + — 1 

■ <a - b, ( 1 -f ) i0 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2S = ab tức là hai cạnh đã cho 
vuông góc với nhau. 

Tam giác đã cho vuông góc tại đỉnh c. 


• NGỤY BIỆN TOÁN HỌC 

Chúng ta đã nghe nói đến ngụy biện toán học. Vậy ngụy 
biện toán học là gì? Trước hết ta hãy làm quen với ngụy biện 
qua một số ví dụ cụ thể trong phạm vi kiến thức của chương 
trình Hình học lớp 8. 
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1. Một sô bài toán ngụy biện quen thuộc 
Bài 1 

Chứng minh mệnh để: “Mọi tam giác đều cân” 
Chứng minh 

Giả sử cho tam giác bất kì ABC. 

Ta sẽ chứng minh rằng luôn luôn có: AC = CB. 

Ta kẻ đường phân giác Cx của 
góc c và kẻ đường trung trực Dy 
của cạnh AB. Gọi giao điểm của Cx 
và Dy là điểm E. Ta xét ba trường 
hợp có thể có: 

Trường hợp 1: 

Điểm E nằm trên cạnh AB tức 
là E = D. 

Tam giác CAB có CD vừa là 
phân giác, vừa là trung tuyến, vậy 
CAB cân: CA = CB. 

Điểm E thuộc miền trong Q 

của ABC 

Từ E kẻ EF 1 CA và 
ET 1 CB. 

ta có 

A CEF = A CET =>CF = CT 
AEFA~AETB=*FA = TB a 
CF + FA = CT + TB 
CA = CB. 



c 



D E 


Trường hợp 2: 
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Trường hợp 3: 

Điếm E nằm ngoài 
tam giác ABC. .Chứng 
minh như trong các 
trường hợp trẽn ta có: 

x á CEF = á CET . 

CF = CT 

A AFE = A BTE => 
AF = BT 

Trừ hai đẳng thức 
trên uể với vế, ta có: 

CF - AF - CT - BT 

CA = CB 

Như vậy, trong mọi trường hợp ta đều có CA = CB (đpcm) 
CHÙ Ý: Hoàn toàn tương tự, ta có thể "chứng minh” được các mệnh để: 

- Tam giác nào cũng tà tam giác đểu. 

- Trong một hình tam giác vuông, cạnh huyền bằng cạnh góc 
vuông. 

(Các bạn thử iặp lại lí luận trên đây). 

Bài 2 

Chứng minh mệnh dể: 

“Trong một tam giác vuông, cạnh góc vuông bao giờ cũng 
lớn hơn cạnh huyền” 

Chứng minh 

Xót tam giác vuông ACB. 

Ta có: 


c 
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(AB - BC) (AB + 

BC) = - (BC - AB) (AB + BC) 

Chia cả hai uế của đẳng thức này cho biểu thức khác 0: 

- (AB + BC) AB - BC), ta được: 

(AB - BCHAB + BC) _ -(BC - ABXAB + BC) 

-(AB + BCXAB - BC) ~ ~(AB + BCXAB - BC) 

AB+BC BC-AB 
~(AB + BC) AB-BC 

Ta nhận thấy ở vế trái có: 

AB + BC > 0 còn - (AB + BC) < 0 cho nên: 

AB + BC > - (AB + BC), do đó ta củng có: 

BC - AB > AB - BC 

2BC > 2AB => BC > AB (đpcm) 

Bải 3 

Trường hợp bằng nhau thứ tư của tam giác. 

Chứng minh mệnh để: 

“Hai tam giác bằng nhau nếu chúng có hai cạnh bằng nhau 
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từng dôi một và một góc dối diện với một trong hai cạnh â'y bằng 


nhau” 

Chứng minh 

A 



Như vậy A ABA’ cân (vì 


Giả sử có hai tam. giác 
ABC và A’B’Ơ, có: 

AB = A’B’ 

BC = B’C’ 

/N /s 
A = A’ 

Ta chứng minh: 

A ABC = 4 A’B’C’ 

Ta đặt tam giác ABC và 
tam giác A’B’C’ ở vị trí sao cho 
B’C’ trùng khít với BC (Xem 
hình). 

/N /N 

AB = A’B’), cho ta Aj = A’ 1 


Ta lại có: 


S\ /\ 

A‘2 = A ~ Aj) 

Aế = Ấ ' - AịJ 


/\ 

=> a 2 


= A 2 


A ACA’ cân, cho ta AC = A’C’ 

Hai tam giác ABC và A’B’C’ có AB = A y B’, BC = B’C’ (theo 
giá thiết) và AC = A’C’ (chứng minh trên) 

Vậy A ABC = A A’B’C’ (Trường hợp c.c.c) 
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Bài 4 

Chứng minh: “Góc vuông bằng góc tù” 

Ta xét một tứ giác ABCD trong đó ta có: 

A = 90° , B > 90° (B tù) AD = BC 

Ta kè các đường trung trực của các cạnh AB, DC. Các 
trung trực này cắt nhau tại một điếm s. Ta cỏ: 

SA = SB 

sc = SD 

s 

AD = BC 
Vậy: 

A SAD = 4 SBC (c.c.c) 
nên SAD - SBC (1) 

Mặt khác, ta có A 

SAB căn nên F c 

Ạ o 

Ấ J = Bj (2) 

Trừ (ĩ) cho (2) vê với vế: 

SAD - Ẵ I = SBC - Bj 
DAB =ABC 

Vậỵ ta cỏ góc vuông DAB bằng góc tù ABC. 



2. Ngụy biệln toán học là gì? 

Ngụy biện toán học là một trường hợp riêng cứa các sai 
lầm trong lí luận toán học. Ngụy biện toán học thường được 
trình bày dưới dạng một mệnh đề sai rò ràng nhưng người 
ta lại “chứng minh" được tinh 'đung đắn” cứa nó. Trong qua 
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Bài 4 

Chứng minh: “Góc vuông bằng góc tù” 

Ta xót một tứ giác ABCD trong đó ta có: 

A = 90° , B > 90° (B tù) AD = BC 

Ta kề các đường trung trực của các cạnh AB, DC. Các 
trung trực này cắt nhau tại một điếm s. Ta có: 

SA = SB 

sc = SD 

AD = BC 

Vậy: 

A SAD = A SBC (c.c.c) 
nên SAD = SBC (1) 

Mặt khác, ta có A 

SAB cẩn nên 
Ạ 

A 1 = B 1 (2) 

Trừ (ĩ) cho (2) vế với vế: 

SAD - Ẵ ] = SBC - Bj 
DAB =ABC 

Vậỵ ta có góc vuông DAB bằng góc tù ABC. 

2. Ngụy biệh toán học là gì? 

Ngụy biện toán học là một trường hợp riêng cứa các sai 
lầm trong lí luận toán học. Ngụy biện toán học thường được 
trình bày dưới dạng một mệnh đề sai rỏ ràng nhưng người 
ta lại a chứng minh" được tinh "đung đắn” cứa nó. Trong qua 


s 
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trình "chứng minh", nguồn gốc cúa sai lẩm được che dậy một 
cách tỉnh vi, khéo leo bàng cách dựa vào nhăng xuàt phát 
điểm là những chăn lí toán học đã được khẳng định, hoặc 
bằng những lí luận lắt léo, dần dắt loanh quanh nhằm đánh 
lạc hướng người đọc. vể cơ bán, các ngụy biện toán học thường 
được cẩu tạo trên các cơ sở sau: 

a) Cố tình bỏ quên các điều kiện cần thiết khi vận dụng 
các định lí, quy tắc, công thức, hoặc mở rộng một cách vô 
nguyên tắc các khái niệm trong các trường hợp ngoại lệ hoặc 
tiến hành các phép biến đổi không tương đương. 

b) Sử dụng các phát biểu không chặt chẽ, thiếu chính xác 
để diễn đạt nội dung các khái niệm, các quy tặc, các định 
lí, tìm cách đánh tráo mạnh đề phải chứng minh. 

c) Đặc biệt trong hình học thì các ngụy biện thường dựa 
vào việc tạo ra những hỉnh vẽ sai: 

- Các điểm trùng nhau vẽ thành các điểm phân biệt. 

- Các điểm phân biệt vẽ thành các điểm trùng nhau. 

- Xác định sai vị trí các điểm (lấy ở chỗ mà nó không 
thể có được) 

- Vẽ giao điểm của các dường mà thực ra không cắt nhau. 


v.v... 

3. Bác bỏ một ngụy biện toán học 

Đế bác bỏ một ngụy biện toán học, ta phải chí rỗ những 
sai phạm ở một trong những khâu chủ yếu sau đây: 

a) Mệnh đề phải “chứng minh'’ nêu ra đã rõ ràng chưa, 
có chỗ nào mập mờ, cô tình lập lờ giữa các khái niệm, trong 
quá trình “chứng minh” có đánh tráo mệnh để phái chứng 
minh bằng một mệnh để khác không. 
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b) Kiếm tra kì lương các kiến thức dung dở “chứng minh", 
nhớt là nội dung các định nghĩa, dinh li. các cóng thức, các 
quy tắc đà dược hiếu một cách thật chinh xác , chặt chè chưa, 
có chò nào vượt ra ngoài giới hạn vận dụng các công thức, 
cấc quy tắc không v.v... 

c) Kiểm tra lại các quy tắc suy luận dược vận dụng, nhát 
là các phương pháp khái quát hóa, dặc biệt hóa, tương tự, 
phương pháp quy nạp không hoàn toàn, Ư.v... 

Trong các ngụy biện hình học thì điểu quan trọng là vân 
đề vẽ hình. Tơ có thể bác bỏ các ngụy biện trên cơ sở hình 
ưẽ, bằng cách: 

- Chỉ rô rằng hỉnh vẽ dùng trong ngụy biện là sai. Ta 
chứng minh rằng không thể vẽ được một hình như vậy trong 
các điều kiện của bài toán (chẳng hạn xét các vi dụ trong 
các bài 1, bài 4) 

- Chỉ ra một trường hợp hình vẽ mà trong đó phán đoán 
dà nêu là sai (ví dụ trong bài 3) 

Tuy nhiên, trong một số trường hợp, việc bác bỏ các ngụy 
biện không đơn giản chút nào. Thí dụ việc chứng minh một 
hình vẽ phải là thế này mà ‘không thể khác được đôi khi có 
những klĩía cạnh rất tinh tể. 


ỒN TẬP CHƯƠNG I 

I. Mối QUAN HỆ giữa tập hợp các hình tứ giác - hình thang 

- hình thang cân - hình bình hành - hình chữ nhật - hình thoi 

- hình vuông có thể minh họa qua sơ đồ sau dây: 
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11. TÓM TẮT TÍNH CHẮT CỦA CÁC HÌNH TÚ GIÁC 

1. Tính chất về cạnh 

- Hình thang ABCD: 

AB // CD hoặc AD // BC 


- Hình bình hành ABCD (thoi, chữ nhật, vtiông) 
AB // CD và AD // BO 
AB = CD và AD = BC 




2. Tính chất về góc 

- Hình thang ABCD (AB // CD): 

/s ' /\ /N /\ 

A + D = B + c = 180° 

- Hình bình hành ABCD (thoi, 
chữ nhật, vuông) 

Á + D = B + c = D + c 

= B + Á = 180° 

- Hình chữ nhật (vuông): 

/N /S /s /s 

Á = B = 0 = D = 90° 

3. Tính chất về đường chéo 

- Hình bình hành (thoi, chừ nhật, vuông): 
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OA = oc và OB = OD 
H. thoi (vuông): 

AC 1 BD 

- H. thang cân (chữ nhật, vuông): 

AC = BD 

4. Tính chất đối xứng 

- Hình thang cân cỏ một trục đối xứng (đi qua trung điểm hai 
đáy - vuông góc với hai đáy) 

- Hình bình hành có một tâm đối xứng (giao điểm của hai đường chéo) 



- Hình chử nhật có hai trục đối xứng (vuông góc với cạnh) và 
một tâm đối xứng. 

- Hình thoi có hai trục đối xứng (qua đỉnh) và một tâm đối xứng. 
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/\ /V 

^ ^ A 4 r • _ 

- B + D -t —- 180° 

2 

Vậy EKM = . 

2 

Bải 125 

Cho một tứ giác lồi ABCD, trong đó AB + BD không lớn hớn AC + CĐ. 
Chứng minh rằng AB < AC. 

(Dề thi vô địch toán Hungari, 1954) 

GIẢI 

Gọi giao điểm của AC và BD là o. Trong tam giác AOB, ta có: 

AB < AO ■+ OB (1) 



Bài 126 


Cho tam giác ABC cân, đỉnh A. Lấy các điểm E, K lẩn lượt trên các 
tla AB và AC sao cho: 

AE + AK = AB + AC 
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Chứng minh: BC < EK 


(Đề thi vô địch toán nước Cộng hóa Secbi) 


Lấy trên AB một điểm L sao 


AL = AK 

Lấy trên AC một điểm D 
sao cho 

AD = AE: 


\ z 

xó 


Rõ ràng các tam giác ALK / y \ \ 

và AED là những tam giác cân ỉỵ \\ 

có chung góc ở đỉnh A nên các ^ --D 

góc đáy của chúng bằng nhau. 

Suy ra LK // ED, do đó DELK 

ỉà hình thang cân, có các đường chéo bằng nhau. 

DL = EK (1) , 

Gọi o là giao điểm của hai đường chéo DL và EK, ta xét tổng: 
EK + DL = (EO + OK) + (DO + OL) 

= (EO + OD) + (OK + OL) 

Từ (1) và đẳng thức cuối cùng này, ta có: 

2EK = (EO + OD) + (OK + OL) (2) 

Nhưng trong tam giác OKL, ta có: 

OK + OL > LK (3) 

Trong A DEO: EO + OD > ED (4) 

Từ (2), (3) và (4): 2 EK > LK + ED (5) 

Từ giả thiết: AE + AK = AB + AC 
suy ra BE = CK. 
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Mặt khác dề thấy BCDE là hình thang cân nên 

BE = CD 

Vậy DC = CK. 

Tương tự, ta cũng chứng minh được B là trung điểm cua EL. 
Từ đó, BC là đường trung bình của hình thang DELK, suy ra: 

LK + ED = 2BC (6) 

Từ (5) và (6), ta có: EK > BC (đpcm). 

Bải 127 

Cho tứ giác ABCD. Các đường chéo AC và BD cắt nhau tại o. Các 
cạnh AD và BC kéo dài cắt nhau tại p. 

Biết rằng AC JL AD và DB 1 CB, 

a) Chứng minh rằng đường thẳng d qua các trung điểm của PO và 
CD là trục đối xứng của cạnh AB. 

b) Tứ giác ABCD phải có diều kiện gì để d và PO trùng nhau? 

GIẢI 

a) Gọi I là trung điểm của PO 
J là trung điểm của AB 
K là trung điểm của CD 

Các tam giác APO và BOP vuông tại A và B (theo giả thiết) 
do đó: 


AI Bỉ = 


PO 


(trung tuyến từ đỉnh góc vuông). Vậy I cách đều A và B hay 1 nàm 
trên dường trung trực của AB. Từ các tam giác vuông ADC và DBC 
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ta cũng có: 

KA = KB, suy ra 
K ở trên đường trung 
trực cúa AB. Vậy 
dường thẳng d qua IK 
là trục đối xứng của 
AB. 

b) Khi PO trùng 
với d thì năm điểm p, 
I, J, 0, K thẳng hàng. 



Lúc đó PK là đường cao thứ ba của tam giác PCD (PK qua giao 
điểm o của hai đường cao DB và AC), mà KC = KD (giả thiết) nên 
PK là trục đối xứng của CD. 


Như vậy AB và CD cùng có trục đối xứng là d (qua IK và PK), 
nên tứ giác ABCD ià hình thang cân. 


CHÚ Ý: Xem lại bài 115 - Định lí Gauss. 


Bài 128 

Cho tam giác ABC. Gọi p và Q là chân các đường vuông góc kẻ 
từ dinh A đến các phân giác trong.và phân giác ngoài của B; R và s 
là chân các dường vuông góc kẻ từ đỉnh A đến các đường phân giác 
tròng và ngoài của góc c. 

a) Xác định hình dạng các tứ giác APBQ, ARCS 

b) Chứng minh rằng bốn điểm p, Q, R, s thẳng hàng. 

c) Chứng minh rằng dộ dài đoạn thẳng QS bằng một nửa chu vi 
tam giác ABC. 

d) Tìm điểu kiện cho tam giác AÔC để tứ giác APBQ là hình vuông. 

e) Nếu hai tứ giác APBQ và ARCS là những hình chữ nhật bằng nhau 
thì tam giác ABC phải có dặc điểm gì? 
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f) Có thê xảy ra trường hợp cà hai tứ giác APBQ và ARCS đều là 
hình vuông dược không? 

GỌI Ý: 

b) ABPQ ià hình 
chữ nhật, do dó: 

PQ qua trung điểm M 
của AB: 

P 1 = B 1 (BMP cân). 

/S 

B 1 = B 2 
/\ /\ 

p 1 = B 2 
PQ // BC 

p và Q nằm trên đường thẳng chứa đường trung bình của tam giác ABC. 
Chứng minh tương tự với RS. 

AB BC . AC 

c QM = AM = —MN = ——, NS = AN =-—• 

2 2 2 

d) PQ 1 AB, tam giác ABC vuông tại B. 

f) Không thể xảy ra, vì ABC không thể vừa vuông ở A, vừa vuông ở c. 

NHẶN XÉT VẾ PHƯƠNG PHÁP: 

Trong câu b) ta đã chứng minh bốn điểm p, Q, R, s. thẳng hàng bằng 
cách chứng minh chúng nằm cùng trên đường thẳng chứa đường trung binh 
MN. 

Muốn chứng minh nhiều điểm thẳng hàng, ta chứng minh chúng cùng 
nằm trên một đường thẳng nào đó. 

Bài ĩ 29 

Cho tam giác ABC. Gọi D, E, F theo thứ tự là trung điếm của cốc 
cạnh AB, AC, BC và M, N, p, Q theo thứ tự là trung điểm của các đoạn 
thẳng AD, AE, EF, FD. 


A 
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1. Chứng minh các tứ giác ADFE, MNPQ là hình bình hành 

2. Các tứ giác ADFE, MNPQ là hình gì khl tam giác ABC vuông góc, 
đỉnh A? 

3. Các tứ giác ADFE, MNPQ là hình gì khi tam giác ABC cân, đỉnh A? 

4. Trường hợp nào ta có ADFE, MNPQ là hình vuông? 


Bài 130 

Cho một hình vuông ABCD. Trên tia dối của CB ta lấy một đỉểm 
M, trên tia đối của DC lây điểm N sao cho DN = BM. Đường thẳng song 
song với AN kẻ từ M và đường thẳng song song VỚI AM kẻ từ N cắt nhau 
ỏ điểm F. 

a-) Chứng minh rằng tứ giác ANFM là hình vuông; 

b) Chứng minh rằng điểm F nằm trên dường phân giác của góc MCN; 

c) Chứng minh rằng AC vuông góc với CF; 

d) Gọi o là trung điểm của AF. Chứng minh rằng ba điểm B, D, o 
thẳng hàng và tứ giác BOFC íà hình thang. 

GIẢI (vắn tắt) 

a) Các tam giác AMB, NAD bằng nhau, cho ta 


AN = AM 



/N /\ /\ 

A 1 + A 3 = A 2 + Ag = 90° 

Vậy hình bình hành ANFM là hình vuông, 
b) Kẻ FH 1 Cx 
FH’ 1 Dy 

[Mi = Ao /N /> _ 

X 1 X => Mi = Ni => AMFH = ANFH' 

(Ni = á; 
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=> FH = FH\ 

Điểm F cách 
đều hai cạnh Cx, 
Cy của góc MCN 
nén nằm trén 
đường phân giác 
của góc ấy. 

c) Kết quả trên 
cho ta: 

FCÀ = FCN + NCA 
= 90° => AC 1 CF 

d) Ta có: 


BC = BA 

Vậy ba điểm o, D, B nằm trên đường trung trực của đoạn thẳng 
AC. Vậy chúng thẳng hàng. 


Mặt khác, ta có: 


OB1ACÌ 

1 ~ =>OB//CF 

CF _L AC I 

Vậy BOFC là hình thang. 

Bài 131 

Cho tam giác ABC, các dường cao AK và BD cắt nhau tại G. Vẽ đường 
trung trực HE, HF của AC và BC. Chứng minh rằng: 
BG = 2HE và AG = 2 HF. 

(Đế thi học sinh giỏi toán 8, Hà Nội 1980 - 1981) 
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GỢI Ý: 

Để tận dụng giả A 

thiết E, F là các trung 
điểm của AC và BC ta 
dựng các tam giác phụ 
mà HE, HF là các 
đường trung bình, rồi 
so sánh đáy các tam 
giác này với các đoạn 
thẳng dang quan 
tâm... 

GIẢI 

Lâ* 2 3 * * * 7 ĩ đôi xứng với c qua H, kẻ AI và BI. Ta có HE là đường 
trung bình của A ACI, nên: 



( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

Tương tự: AK 1 BC và HF 1 BC suy ra AG // IB (4) 
Từ (3) và (4) suy ra BIAG là hình bình hành. 

Do đó 

BG = IA và AG = IB. 

Kết hợp với các kết quá (1) và (2), suy ra 
BG = 2 HE và AG = 2 HF (đpcm). 


HE // IA và HE = 

Tương tự, trong A CBI: 

IB 

HF // IB và HF = —— 

Zi 

Từ BG 1 AC và HE 1 AC suy ra BG // IA 
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Bài 132 I 

Lấy hai cạnh AB và AC của A ABC (góc BAC * 60°); dựng ra phía 
ngoài góc A hai tarrt giác đểu ABD và ẠCE. Lấy AD và AE làm hai cạnh 
dựng hình bình hành ADFE. Chứng minh rằng tam giác FBC là tam giác 
dều. 

(Dế thi vào cấp 3 chuyên toán, Hà Nội 1980) 



Ta chứng minh FBC là tam giác cân có một góc bằng 60°. Xét 
hai trường hợp: BAC < 60° và BAC > 60°. 

a> BAC < 60° (hình a) 
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Xét hai tam giác DFB và ECF. Ta có: 

ĐF = EC (cùng bằng AE) 

DB = FE (cùng bằng DA) 

D 2 = Ê 2 (D 2 = 60° - D r Ê 2 = 60° - Ê 1 mà D 1 = Êp. 
Do đó: 


A DFB = A EFC => FB = FC (1) 

A* A 


và 

/\ 

F 3 = 

/s /s 

(2) 

Trong A DFB, ta có 

/\ 

+ B : + D 2 = 180°. 

A A 


Tháy (2) vào, ta được 


+ F 3 + D 2 = 180°. 

/s /s 

(3) 


Trong hình bình hành ADFE thì F 4 + Dj = 180°. (4) 


Từ (3) và (4), suy ra ? 4 + Fj + Fg + Dj + ỉ>2 = 360°. 
mà D 1 + D 2 = 60° nên F 2 = 60° (5) 

Từ (1) và (5) suy ra A BFC (đều) 
b) BAC > 60° (hình b) 

Chứng minh tương tự như phần trên. 

Bài 133 

Chứng minh rằng nếu hai dường trung tuyến của một tam giác vuông 
góc với nhau thì trung tuyến thứ ba bằng cạnh huyền của một tam giác 
vuông có hai cạnh góc vuông bằng hai trung tuyến kỉa. 

(Đề thi học sinh giỏi Hà Nội. 1981) 

GIẢI 

Cho tam giác ABC, có các đường trung tuyến là AAj, BB 1 và 
CC 1 với BBj J_ CC r Phải chứng minh rằng AAj là cạnh huyền của 
một tam giác vuông có hai cạnh góc vuông bằng BB 1 và CC r 
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A 



Đế giải bài toán, ta dựng một tam giác vuông có cạnh huyền 
bằng AA 1 còn hai cạnh kia bằng BB 1 và CC 1 (hoặc đựng một tam 
giác có ba cạnh bằng AA 1 , BB 1 và CCj và chứng minh tam giác 
này vuông, có cạnh huyền bằng AAj). 

Bài toán có nhiều cách giải: 

Cách ĩ: 

Từ A, kẻ Ax // CCj cắt dường thẳng qua BC tại D. Kéo dài C^Bp 
cắt AD tại Dj. Do C 1 và Bj là trung điểm của AB và AC (theo giả 
thiết), nên CjD 1 cũng như CjC là các đường trung bình của tam 
giác ABD. Vì vậy C 1 C //= ADj (1). Do đó AC 1 CD 1 là hình bình hành. 

Suy ra D 1 Ẹ 1 = B 1 C 1 , mà B 1 C 1 //= AjB ( = ^ BC ) 

nên D 1 B 1 //= AjB và tứ giác D 1 BjBA 1 là hình bình hành. 

Do đó B X B //= D 1 A j (2) 

Từ (1), (2) và CjC -L BjB (giả thiết), ta có AD 1 A 1 là tam giác 
vuông (tại Dj) có cạnh huyền là AA 1 còn hai cạnh kia bằng BB 1 
và CCj (đpcm). 


146 




Scan by chihao.inío 


Cách 2: 

Ké Ax // CCj và AjY // BBj. Gọi Dj là giao điểm cúa Ax và 
Aj. Tam giác AD ] A 1 vuông. Chỉ cần chứng minh rằng AD 1 = CCj 
và AjD 1 = BB ] (bạn đọc tự chứng minh). 

Cách 3: 

Xét tam giác vuông BGC, có Cặnh hụyền là BC. 

2 2 

Chú ý rằng CG = —CCp BG = Ta chi cần chứng minh 

BC = |AA r 

Bài 134 

Cho tam gỉác ABC vuông tạỉ A, với AB = AC = à. 

a) Lấy trẽn cạnh ẠC điểm D và trên cạnh AB điểm E sao cho 
AD = AE. Các đường vuông góc với EC kẻ từ A và D lần lượt cắt cạnh 
BC ở K và L. Chứng minh rằng BK = KL. 

b) Một hình chữ nhật APMN thay đổi có đỉnh p trên cạnh AB, đỉnh 
N trẽn cạnh AC và có chu vi luôn luôn bằng 2a. Tìm tập hợp đỉnh M 
của các hình chữ nhật đó. 

c) Chứng minh rằng khi hình chữ nhật APMN thay đổi thì đường vuông 
góc kẻ từ M xuống đường chéo PN của nó luôn luôn đl qua một điểm 
cố định. 

(Dế thi vào cấp III. chuyên toán. 1975) 


GỢI Ỳ: 

a) Qua B kè đường song song với KA cắt đường thẳng AC tại I. Ta chứng 
minh: 

A ABI = A ACE. 

ỈA = AE 
IA = AD 
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B 


Q 


vì AB // KA // DL má IA = AD 
s BK = KL 

b). Ta có 

AN + NM = a. Mặt khác 

AN + NC = a. Vậy: NM = NC 

A MNC vuông, cân 

MCN = 45° 

M nằm trẽn cạnh BC. 

Hãy chứng minh tập hợp các 
đỉnh M chính là cạnh BC. 

c) Dựng hlnh vuông ABSC. Kéo MN cắt BS ở Q. Ta dễ dàng chứng 
minh được A PMN = A MQS. 

/\ /N 

M 1 = M 2 

=> ba điểm M, R, s thẳng hàng {MR 1 PN) 
hay đưởng MR luôn luôn đi qua đỉnh s cô định của hình vuông ABSC. 



Bài 135 


Cho một ỉứ giác lổi ABCD thỏa mãn các điéu kiện sau: 

(1) AB // CD 

(2) AB > CD 

(3) BC,= CD = DA 

(4) AC 1 BC 

Ta kí hiệu a là độ lớn của góc DAB, F 1 và F 2 lần lượt là diện tích 
các tam giác ABC và ACD. 


Tính a và tỉ số F t : F 


2 ' 


(Dế thi học sinh giỏi vỏng I. CHDC Đùc - 1979) 
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Với các điều kiện đã 
cho, tứ giác ABCD là 
hình thang cản. Gọi I là 
trung điểm của AB, ta dễ 
dàng chứng minh ADGI 
là hình thoi, suy ra A ADỈ 
đều. Đo đó a - 60°. 

ADCỈ hình thoi 

S ACD = ^ACI 

I là trung điểm AB 

S ACI = “ S ABC 



Cho tứ giác ABCD và điểm o ỏ trong tứ giác. Chứng minh rằng nếu 
các tam giác ABO, BCO, CDO và DAO có diện tích bằng nhau thì điểm 
o nằm trẽn đường chéo AC hoặc BD. 

(Dề thi vô địch toán Thụy Sĩ, 1982) 

GIẢI 

Giả sử đường 
chéo AC cắt OB và 
OD ở p và Q. 

S AOB = S COB 
=> AP = PC 

S AOD "■ S COD (gt) 

■=> AQ = QC 

Suy ra p s Q. 




1*49 
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Nêu (> £ p thi bôn điếm B. o. p. D nam trẽn một dường tháng, 
nghĩa là o nồm t.rén đường chéo BD của ABCD. 

Nếu o = p thi o nằm trên dường chéo AC cua ABCD. 

Như vậy, o nằm trên AC hoặc BD (đpcm). 

Bài 137 

Chứng minh rằng nếu các góc ở đáy của một hình thang không bằng 
nhau thì dường chéo xuất phát từ đỉnh góc nhỏ hơn sẽ íớn hơn đưòng 
chéo xuất phát từ đỉnh góc lớn hơn. 


(Đé thi vô địch toán Hungari, 1955} 



Ta có: 


EBD > DCB vậy EBD > ÁEB > BED 
Trong tam giác EBD ta có: ED > BD =* AC > BD. 

Bài 138 

Cho biết diện tích s và góc ỏ đinh c của tam giác ABC. vơi những 
cạnh AC và BC nào thì tam giác có cạnh AB bé nhất? 

(Đề thi vô địch toán Hungari, 1902) 

tìlÁỈ 

Xét tam giác cân A o B Q C và tam giác A 1 BjC có cùng góc ớ đính 
c và diện tích S: 
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CA, > CA, = cb;, 

1 u o 

Ta chứng minh A (j B o < AjB r từ đó suy ra rằng tam giác có 
cạnh c = AB bé nhất thỏa mãn các điều kiện của bài toán là tam. 
giác cán. 


c 



A 1 B 1 > A o B ú (theo bài 141) 


S CA o B 0 - S CA 1 B 1 

\SiAj = S A 0 B!B 0 

AA.BB, íà hình thang. 

Trong hình thang A o A.jB o Bj, ta 

có: 

. AaX < CAB„ 

mà CA B = CB A < B,B A,. 

0 0. 0.0 1 b 1 

Do đó AA^B Q < B 1 B q á 1 , suy ra 
nghĩa là c - A Q B o là bé nhất. 


Bài 139 


Các đỉnh của một tứ giác lói nằm trên các cạnh khác nhạu của một 
hlnh vuông mà dường chéo có độ dài bằng 1. Chứng minh rằng chu 
vi của tứ giác không nhỏ hơn 2. 

(Dề thi vào chuyên toán cấp. 3 - 1978) 


GỢI Ý: 

Giả sử ABCD ỉà tứ giác dã cho. 
Gọi M, N là trung điểm của AB và CD. 

Lúc đó 

PM + MN + NQ > PQ 

hay PM + MN + NQ > 1 

Như vậy ta chỉ cần chứng minh 
nửa chu vi của tử giác ABCD không 


p A 



V 
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nhỏ hơn PM + MN + NQ (túc không nhỏ hơn 1). hay là chứng minh tổng 
PM + MN + NQ không lớn hơn nửa chu vi của ABCD. 


Trong tứ giác lối ABCD, các 
đường thằng kẻ từ D và c song 
song với AB phải cỏ một đường; 
cắt cạnh của tứ giác 

Giả sử CE // AB (E trên AD, 
nếu CD // AB thì E s D). 

Gọi F là trung điểm cùa CE. 
Ta có: 

MN < MF + FN 


2 

AE +-BC ED AD + BC 

MF + FN á- . + — 7 - - ———- 

2 2 2 

.... _ . AB + CD + AD+.BC 

PM + MN + NQ <-—--- 

2 

Bài 140 

Cho tam giác ABC và ba dường trung tuyến AM, BN và CP. Chứng 
minh rằng sáu tam giác do các trung tuyến tạo thành trong tam giác 
ABC có diện tích bằng nhau. 

(Đề thi học sinh giỏi cấp 2 miền Bắc, 1964) 

GỌI Ý: 

Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Ta chứng minh rằng các cặp 
tam giác sau đây có diện tích bằng nhau: 
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A BGM và A CGM . 

A AGN và A CGN 
A AGP và A BGP 

(chúng có đáy bằng nhau và cùng đường cao) 

Tương tự, cặp tam giác ABG và ACG có cùng điện tích. 

Từ đó suy ra điéu phải chứng minh. 

Bài 141 

Cho tứ giác lồi ABCD, với o là giao điểm của các đường chéo. Biết 
rằng các tam giác ABO, BCO, CDO và ADO cỏ chu vỉ bằng nhau, chứng 
mỉnh rằng ABCD là hình thoi. 

(Đề thi vô địch toán Mascơva, 1972) 

GIÁ1 

Trên oc lấy điểm M với OM = OA, trên OD lấy điểm N với 
ON = OB. 

Tứ giác ABMN là hình bình hành. 

Ký hiệu cvABO là “chu vi tam giác ABO”, ta có: 


cvABO = cvAON = cvBOM 


_ 7 

p 

mà cvABO = cvAOD = 

A 



= cvBOC (theo giả thiết) 

/ 

n/ ị 


Do đó: 

■ 

■ 


cvAON = cvAOD => N s D 

\ỵ 



cvBOM = cvBOC => M = -C 

B ■ 

. 

c 

Vây ABCD là hình bình 




hành. Từ cvAOB = cvAOD, mà 

OB = 

OD, suy ra AB = AD. 

nghĩa 


là ABCD là hình thoi (đpcrn). 
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, . _ Sao/-' 

Chú ý rằng S A , BB , = 



Tám đường thẳng nối các đỉnh của một hình bình hành với trung 
điểm của các cạnh không qua đỉnh ấy cắt nhau tạo thành một hình 8 
cạnh. 

Chứng minh rằng diện tích của hình 8 cạnh này bằng — diện tích 

6 

hình bình hành đã cho. 

(Dể thi vô địch toán Nam Tư, 1972) 
GỢI Ý: 

Trước • hết 
chứng minh rằng 
KLMN là hình bình 
hành có diện tích: 

o S ABCD 

b KLMN - 5 

Tìm cách 
chứng minh tiếp 
rằng: 
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Q _ c = c. = s. = 

^KK^g “ r.LL^g °MM 1 N 2 °NN,K 2 24 

KN KL 

(Chứng minh KK| = —Ị~\ KL 2 = —) 

Diện tích hinh 8 cạnh bằng: 

Q.. ,c lít< . = S ABCP. 

b KLMN - 4í3 KK-ịl 2 - 6 

Bài 144 

Một đường thẳng cắt hai cạnh AB và BC của tam giác ABC ở hai 
điểm M và K. Biết rằng diện tích tam giác BMK bằng diện tích tứ giác 
AMKC, hãy chứng minh rằng 

, MB + BK > _Ị_ 

MA + AC + CK 3 

(Đề thi vô địch toán Mascơva, 1972) 

GỢI Ý: 

Đặt MB = a, BK = b, KC = c, CA = d, AM = e 

S BMK > S MKC =* b > c 

S BMK > S AMK 3 > c 
Nếu 3 (a + b) < c + d + e 

thì: 2a + 2b < d => AB + BC < AC (mâu thuẫn) 


Bài 145 

Một kho vặt liệu K nằm ở giao điểm hai dường chéo AC và BD của 
hình chữ nhật AĐCD, trong dó AB là đường sắt, BC là dường ôtô, CD 
là bờ sông. Trên cạnh AD có nhà máy M với AM = 2MD. 

Một ôtô xuất phát từ K chỏ vật liệu từ dường sắt trước, sau dó đến 
cạnh dường ôtô rồi dến cạnh bò sông và cuối cùng dến nhà máy M. 
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Biết rằng ỏtô có thể chạy trên mặt đất theo hưởng nào cũng dược. Tìm 
'xem ôtõ nên đi theo một con dường gấp khúc như thế nào dê’ dường 
dl là ngắn nhất? 

{Dế thi học sinh giỏi cấp II, 1988) 

GỢI Ý: 

Đường gấp khúc KEGHM là lộ trình ngắn nhất mà ôtô cần đi. Để xác 
định dường gấp khúc này ta làm như sau: 



Lấy điểm K,, đối xứng với K qua AB, xong lấy điểm K 2 đối xứng với 
K t qua BC. Lấy M, đối xứng với M qua D. 

Đường KgM, cắt BC ở G và cắt DC ở H. 

Đường K,G cắt AB ở E. 

Để chựng minh KEGHM là lộ trình ngắn nhất, ta chọn một lộ trình khác, 
chẳng hạn KE’G'H'M’ và chứng minh độ dài dường gấp khúc KE’G’H’M' lớn 
hơn độ dài dường gấp khúc KEGHM. 
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NHỮNG BÀI TOÁN “CÓ HỌ HÀNG” VỚI NHAU 
Bải 146.1. 

Cho tam giảc ABC. Dựng về ptiỉa ngoài của tam giác các hình vuông 
ABGF ACDE. 

Chứng minh BE = CF và BE 1 CF. 

GỢI Ý: 

Ta CÓ 

FAC = BAE (1) 

AC = AE (2) 

AF = AB (3) 


F 



'a FAC s A BAE => BE = CF. 

Ta cũng có AEB = ACF , L 1 ss Lg và AEB + L 1 = 90° 
=> ÃCF + C 2 = 90° 

=* CHL = 90° => BE ± CF. 
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Bài 146.2 

Cho tam giác ABC vổi M lè trung điểm cạnh BC, dựng vể phía ngoài 
tam giác các hình vuông ABGF, ACDE có tâm theo thứ tự là O v O g . 

Chứng minh tam giác M0 2 là tam giác vuông cân. 

GỢI Ý: 



1 __ . 

MO. = - CF và MO. // CF 
1 2 1 


1 

MO„ = - BE và MO„ // BE 
2 2 2 


Dựa vào kết quả bài tập 146.1. 


Bài 146.3 

Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoàỉ tam giác các hình vuông 
ABGF, ACDE có tâm theo thứ tự là O r 0 2 . Gọi M, I theo thứ tự là trung 
điểm của các đoạn thẳng BC và EF. 

Chứng minh tứ giác MC^IC^ là hình vuông. 
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Hai hình vuông dựng trên hai cạnh của tam giác ABC cũng là hai hình 
vuông dựng trên hai cạnh của tam giác AEF. Vì vậy 0 ,jM 0 2 và O^Og là 
các tam giác cân. Chỉ còn phải chứng minh 0 1 l = 0 2 M. 

Bài 146.4 

Cho tam giác ABC. Dựng vể phía ngoài tam giác các hình vuông 
ABGF, ACDE. Gọi I là trung điểm của đoạn thẳng EF. Tỉa IA cắt cạnh 
BC tạl đỉểm A\ Chứng minh AA’ 1 BC. 

GIẢI 

Gọi M là trung điểm của cạnh BC. Trên tia AM lấy điểm M’ 
sao cho MM’ = AM 

Tứ giác ABM’C là hình bình hành, cho ta 
BM’ = AC, hay BM’ = AE 
Ta lại có AB = AF 

và ẤBM’ = FAE (cùng bù với BAC) 

Vậy A FAE = A ABM’ , cho ta 
AM’ = FE hay AM = FI. 
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A A ' 

và F ị = Aj 

Kết hợp với AF =s AB, suy ra A FAI = A ABM 
=> ABM = FAỈ 

Dễ thấy 

FAÌ + BAÀ’ = 90° 
nên 

ẤBM + BAẰ’ = 90° 
=> ẨKB = 90° 

=> AA’ X BC. 

NHẬN XÉT: 

1. Từ Việc giải 
bài 146.4, này ta có 
thêm được một kết 
quả nữa: 

AM = 4 EF. 
2 

2. Vỉ hai tam giác ABC và FAE có vai trò như nhau trong bài toán này 
nên ta có thể suy ra hai kết luận: 

AM X EF 

1 

và AI = — BC. 

2 

Bải 146 5, 

Cho tam giác ABC. Dựng vé phía ngoài tam giác, các hình vuông ABGF, 
ACDE và dựng qua E đường thẳng song song với AF, qua F dường thẳng 
song song với AE, hai dường thẳng này cắt nhau tại K. Chứng minh rằng 
K nằm trên dường thẳng chứa dường cao AA’ cùa tam giác ABC. 
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GỢI Ý: 

AFKE là hỉnh bình hành. K nằm trên đường thẳng AI (I là trung điểm 
của FE). 

Bải 146.6. 

Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoài tam giác các hình vuông 
ABGF, ACDE. Dựng hình bình hành AFKE có các cạnh liên tiếp AF, AE. 
Gọi 0 1 là tâm hình vuông ABGF. 

Chứng mỉnh tam giác 0,KC vuông cân. 


GỢI Ý 

Hãy chứng minh 
A O t FK = A CA0 1 

NHÀN XÉT: A 0 2 KB 

cũng vuông cản 

(0 2 là tâm hình vuông ACDE). 

Bài 146.7 



Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoài tam giác các hình vuông ABGF, 
ACDE. Dựng hình bình hành AFKE mà hai cạnh liên tiếp là AF, AE. 

Chứng minh: 1. KB s CG và KB X CG 

2. Ba đường thẳng KA, CG và BD đổng quy 

GỢI Ý 

1. Chứng minh A AKB = A BCG 

2. Tương tự, ta có BD 1 KC 

Trong các bài tập trên, ta đã có KA X BC 

Vậy CG, KA, BD chứa các đường cao của tam giác KBC 
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K 



NHẬN XÉT CHUNG: 

1. Chỉ với giâ thiết cơ bản 
là dựng hai hình vuông trên hai 
cạnh của một tam giác, ta có 
thể khai thác dể đưa ra hàng 
chục kết quả khác nhau. 

2. Bây giờ ta khai thác bài 
toán theo hai hướng. 

Thay đổi giả thiết: 

Trong các bài toán trên 
ABC là tam giác bất kì. Bây giờ 
ta giả sử tam giác ABC vuông 
gỏc tại đỉnh A. Các bạn hãy: 


- Kiểm tra lại tất cả các kết luận đã có 


- Kiểm tra lại tất cả chứng minh đã nêu. Có thể thay đổi, đơn giàn được 
nhiều lập luận trên cơ sở tính chất đặc biệt của tam giác ABC. 


- Tim thêm các kết luận mới, nếu cố. 


Mở rộng bài toán: 

Trong bàI toán trên đây, giả thiết cơ bản là dựng hai hình vuông trên 
hai cạnh AB, AC. Tuy vậy cả ba cạnh AB, BC, CA đều bình đẳng, nghĩa 
là không có gì để buộc ta phải dựng-hình vuông trên cạnh này mà không 
dựng trên cạnh kia. Do vậy, ta nghĩ đến dựng trên cả ba cạnh ba hình vuông. 

Bài 146.8 

Dựng ra phía ngoài tam giác ABC ba hình vuông ABGF, ACDE, BCQR. 

Hây dựa trên các kết quả có dược từ các bài tập trên dể suy ra các 
kết quả với glả thiết trên. 


GỢI *: 

Ta CÓ các kết quả, chẳng hạn 
- Các cặp đường thẳng bằng nhau và vuông góc 


»> 
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BE = CF ; BE 1 CF 
AQ = BD ; AQ 1 BD 
AR = CG ; AR 1 CG 
- Có 3 hình vuông: 
M0,I0 2 
no 2 jo 3 

P0 1 S0 3 

Các bạn thống kê tiếp 
^ các kết quả. 

CHÚ Ỷ 

Các bạn nên vẽ hình thật chính xác. Đôi khi hình vẽ gợi cho ta những 
kết luận bất ngờ, tất nhiên các kết luận này cán được chứng minh và cán 
cảnh giác để không bị trực giác đánh lừa. 

Bài 146.9. 

Dựng ra phía ngoài tam giác ABC ba hình vuông ABGF, ACDE và 
BCRQ với các tâm theo thử tự là o,, 0 2 , 0 3 ; gọi N, p, s, R theo thứ tự 
là trung điểm của các đoạn thẳng AB, AC, 0,0 2 , AOg. 

1. Chứng minh 0,0 2 = AOg và 0,02 1 AOg 

2. Chứng minh ba đường thẳng AOg, B0 Z , co, đồng quy 

3. Chửng minh NSPR là hình vuông 

GỢI Ý: 

1. Chứng minh A 0 2 N0 3 vuông cân để có 0 2 N = OgN 
Sau đó chứng minh A 0,N0 2 = A ANOg 
để có 0,0 2 = AOg 
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2. Sử dụng tinh chất dóng quy của ba đường cao trong tam giác 

3. Chứng minh NR = RP = PS - SN 

và NR 1 RP. 


Bài 146.101 

Cho hình bình hành ABCD. Dựng trẽn các cạnh và vể phía ngoài 
hình bình hành, các hình vuông ADEF, DCLM, CBKI, ABGH. Gọi p, Q, 
R, s theo thứ tự là tâm của các hình vuông ABGH, CBKI, DCLM, ADEF 
và o là tâm cửa hình bình hành ABCD. 

1. Chứng minh các tứ giác FHIL, EGKM, AHCL, BGDM v.v..., là các 
hình bình hành. (Có thể chỉ rõ thêm các hình bình hành khác). 

2. Các hình bình hành trên có tính chất gì chung? 

3. Chứng minh tử gỉác PQRS là hình vuông, có tâm là điểm o. 

GỢI Ỳ: 

3. Xét tam giác ADC. 

Các hình vuông ADEF, DCLM có tâm s. R; dựng trên hai cạnh của tam giác 
ADC. o là trung điểm của cạnh AC. Theo bài 146.2, tam giác SOR vuông 
cân. 
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Lại xét tam giác BCD với hai hình vuông dựng trên hai cạnh, có tam 
giác ROQ vuông cân. Tương tự, QOP và POS là các tam giác vuông cân. 

NHẬN XÉT CHUNG: 

1. Cả 10 bài toán trên đểu có thểcoi là có “họ hàng" với nhau và là 
những bài toán có tính chất “kinh điển”. Nó có mặt trong nhiéu sách toán. 

2. Qua các lời giải trên, ta đã có dịp làm quen với việc chứng minh: 

- Hai đoạn thẳng bằng nhau. 

- Hai đoạn thẳng vuông góc với nhau. 

- Ba điểm thẳng hàng. 

- Ba đường thẳng đổng quy 

Các bạn hãy tổng kết các cách chửng minh này và minh họa qua cảch 
trình bày chi tiết các lời giải! 
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3. Đôi khi nguôi ta ghép hai, ba bài toán trên thành một bải để có một 
bài toán “khó" hon, ví dụ: Khi giải bài 146.3 ta phải trải qua hai “trung gian" 
là bài 146.1 và 146.2. 

Một chút suy nghĩ: 

Cho hai hình vuông có chung nhau một đỉnh (như hình a và b). 



à) t) 


Hãy thêm vào các giả thiết khác để có những bài toán quen thuộc, và 
từ những kết luận trên hai hình hãy so sánh những yếu tố giống nhau và 
khác nhau trong giả thiết của hai bấi toán trên hai hình. 


• BÀI TOÁN NAPOLÉON 


Bài toán trên đây tương tự bài toán: 

Dựng về phía ngoài tam giác ABC những tam giác đều nhận 
AB, BC, CD làm cạnh và có tâm theo thứ tự là O r 0 2 , Og. 

Chứng minh tam giác o fi 2 0 3 là tam giác đều. Bài toán 
khá nối tiếng này thường được gọi là “bài toán Napoléon”. 
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Napoléon Bonooartc (1769 - 1821) là một nhà quân sự 
nổi tiếng và là hoàng dỗ nước Pháp (1804 - 1815). Ong rât 
thích toán. Những lúc rồi rãi, lúc nghi ngơi giữa hai trận đánh 
hoặc sau các buổi thiết triều, ông hay đem các bài toán do 
mình nghĩ ra để đố ƯUỈ các quan đại thần, các thống chê, 
các tướng lĩnh dưới quyền. 


• BÀI TOÁN “LÁT GẠCH NEN NHÀ” 

Ta thường thấy nền nhà, tường nhà. được lát gạch hình 
vuông hoặc hình chữ nhật (các viên gạch xếp khít vào nhau, 
không chồng lên nhau và không có chỗ trông). Ta nói ràng: 
có thể lát mặt phẳng bằng hình vuông hay hình chữ nhật. 

Hình a) cho thấy có thể lát mặt phẳng bằng hình tứ giác 
bất kì. 

Lát mặt phẳng bằng hình ngũ giác, đó là bài toán khá 
khó. Để thấy rằng không thể lát mặt phẳng bằng hình ngủ 
giác đều được. Trong một thời gian khá dài, các nhà toán học 
thấy rằng chỉ có 8 dạng 
hình ngủ giác không đều 
có thể lát được mặt 
phẳng. Nhưng điều bất 
ngờ là năm 1975 và 1977, 
bà M.Rice (một người 
không có trình độ cao về 
toán học!) đã tìm ra thêm 
5 dạng hình ngũ giác 
không đều khác nữa (hai 
dạng trên hình b và c), 
và đến nay bài toán “Có 
bao nhiêu dạng hình ngũ 
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giàc đêu có thê lát được mạt phung ?” vần chưa co lời giai! 



b) c ) 

Nghệ thuật trang trí chú ý đên việc lát mặt phẳng bằng 
những hình đa giác khác nhau. Hình d) cho thấy có thể lát 
mặt phăng bằng hai hình thoi khác nhau (dây là một trong 
vô số cách lát mặt phăng bằng hai hình thoi khác nhau, do 
nhà vật lí học Anh Penrose tìm ra). Với một hỉnh thoi và hỉnh 
con diều, có thể lát mặt phẳng như hình f). 


Scan by chihao.info 


Hình g) rù hình h) cho thây rời cuch lát mật phổng bùng 
những hình đa giác đêu khác nhau. Ta cỏ thò bát gặp một 
Hố cách lát gạch đẹp tiên một HÒ hè phò ở thành phó Hồ Chi 
Minh và Hà Nội. 



ị) h) 


Họa sĩ nổi tiếng người Hà Lan Mauritz Esher (1898 - 1972) 
đã sáng tác nhiều cách lát mặt phẳng bằng những hình rất 
độc đáo và đẹp, như hình k), phối hợp hình con cá và con 
chim chuyển động ngược chiều nhau. 
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CHƯƠNG II 

TAM GIÁC ĐỒNG DẠNG 

§1. ĐỊNH Lí THALÈS TRONG TẠM GIÁC 

A. ĐOẠN THẲNG TỈ LỆ 

1. Tỉ sô" hai đoạn thẳng 

- Tỉ số hai doạn thẳng ìà tỉ số dộ dài của chúng theo cùng một 
đơn vị đo. 

- Tỉ số hai đoạn thẳng không phụ thuộc đơn vị đo. 

2. Đoạn thẳng tỉ ỉệ 

AB A'B' 

AB và CD tỉ lệ với A’B’ và C’D’ <=> — = -~~7 

CD C'D' 

3. Nhắc lại các tính chất của tỉ lệ thức 

1. AB • C'D' = A'B' • CD 

2 AB _ CD 
AB _ A'B' _ z ‘ Ạ^B' “_C'D' 
nu ~ P'D' 2 ±CD A’B* ±C’D' 

CD = C'D' 

^ AB A'B' ẤB ± A'B' 

■ CD “ C'D' “ CD ± C'D' 
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• Một vài khải niệm cần biệt: 

- Đoạn thắng AB được gọi là trung bình nhản của hai 
đoạn thẳng CD và EF nếu ta có : 

= ^ ha y Ar2 = CD.EF. 

CDAB 

- Đoạn thẳng AB được gọi là trung bình điều hòa của 
hai đoạn thẳng CD và EF nêu ta có: 

2 = 1 ĩ 

AB~ CD + CF 

Cho một đoạn thẳng AB. Một điểm c thuộc đoạn thẳng AB (hoặc 
thuộc đường thẳng AB) được gọi là chia đoạn thẳng AB theo tỉ số 

— (m, n là các số dương), nếu ta có: 
n 

CA _ rn 
CB~~n* 


Bài 147 I 

Trẽn đường thẳng A cho một đoạn thẳng AB. Một điểm c thuộc đoạn 

5 , AB AB 

thẳng AB và chia AB theo tỉ số Hãy tính các tỉ số: —• 

GIẢI 

c € AB => AC + CB = AB 

AC 5 AC + CB 5 + 3 , •> 2 j A 

c._ = _ -5, -—— = ——— (tính chất của tỉ lệ) 

CB 3 CB 3 

AB _ 8 
^ CB 3 
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AC 5 CB 3 CB + AC 3 + 5 

CB 3 ^ AC ' 5 AC " 5 

AB 8_ 

^ AC 5 

Bài 148. 

Cho một đoạn thẳng AB và một điểm c thuộc đoạn thẳng ấy sao 
cho ta có: 


AC m 

ran (m>0 ’ n>0) 

Hãy tính các tỉ số: 

AC CB 
AB ’ AB 

Dáp số: 


AC _ m CB n 
AB m + n AB m + n 


- Hãy giải bài toán trong trường hợp tổng quát là điểm c nằm trên đường 
thẳng AB. 

Bải 149. 

Cho một đoạn thẳng AB có trung điểm lả o. Một điểm c thuộc doạn 
thẳng AB và một điểm D thuộc đường thẳng AB sao cho: 


CA DA m 

« DB n (m>0;n>0) 

Hãy chi rõ vị trí của các dỉểm c, D dối với điểm o. 

GI Ai (vắn tắí) 
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111 

a) Nếu m > n > 0 thì — > 1 

n 

Ta có: —â_Ọ Ọ..S—2_ 

CA > CB (C ở giữa o và B) 

DA > DB (B ớ giữa A và D) 

c và D đều ở bên phái điếm o. 

m 

b) Nếu 0 < m < n thì -— < 1 

D A c Ọ B 

Ta có: —•-■ 

CA < CB (C ở giữa A và O) 

DA < DB (A ở giữa D và B). 
c và D cùng ở bên trái điểm o. 

c) Nếu m = n thì — = 1 và c H D s 0 

n 

Trung điểm o là điểm chia đoạn AB theo tí sô k = ĩ. 

• Ta thấy rằng với một đoạn thẳng AB và một tỉ sổ — > 0 

Ị — * 1 1 có một điếm c thuộc đoạn AB và một điếm D thuộc 

\ n . , _ . ‘ . . v l m ” ~ 

đường thẳng AB chia AB theo cùng một tỉ sô —. Người ta 

gọi c là điểm chia trong và D là điểm chia ngoài đoạn AB 

theo tỉ số Bốn điếm A, B, c, D như vậy được gọi là một 
n 

hàng điểm điều hòa. 

Định nghĩa: 

Nếu trẽn một dường thang có bốn điểm A, B f c, D sao 
cho ta có tì lệ thức: 

CA = DA_ 

CB ~ DB 
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thì ta nói rồng bòn điểm A, B, c. D hợp thành một hàng điếm 
điều hòa và hai điểm c, D chia điều hòa đoạn thắng AB hay 
là c và D là liên hiệp điều hòa đối với A và B. 

Từ tính chất của tỉ lệ thức suy ra rằng nếu hai điểm c, 
D chia điều hòa đoạn AB thi hai điếm A, B củng chia điểu 
hòa đoạn CD: 

CA DA AC BC 
CB ~ DB^ AD ~ BD 


ỈBài 150 1 

Trên dường thẳng Á cho đoạn thẳng AB có dộ dài 6cm. Một điểm 
c thuộc AB và CA = 3,6cm. Hãy xác định vị trí đỉểm D liên hiệp diều 
hòa với c đối vớỉ hai diểm A, B. 

GIÀI (Vắn tắt) 

Vì c G AB nên AC + CB = AB. Vậy CB = 2,4cm. 

DA _ CA 3,6 _ 3 
Ta có: DB - CB ' 2,4 ~ 2 

DA . _ _ 

-=“■ > 1 ^ DA > DB. Vậy B ở giữa A, D. 

DB 

DA = DB + AB 

DA 3 DB + AB 3 XT • AB 1 
DB 2 DB 2 ' DB 2 

DB = 2AB = 12. 

Điểm D ở về bên phải hai điểm A, B và cách B một đoạn 
DB = 12cm. 
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Bài 151 


Cho đoạn thẳng AB có độ dài 20cm. Trẽn dường thẳng AB tìm các 
_ • 3 

điểm chia AB theo tỉ sô —. 

2 


B. ĐỊNH LÍ THALÈS (TALET) TRONG TAM GIÁC 


1. Định lí thuận và đảo 


A 



AB 

AC' 

B’C’ // BC <=> 

=- 

AB 

AC 

AB' 

AC' 

(B’ơ // BC o — 

“ C'C 

BB' 

_ cc ' 

B’C’ // BC o -~r 


AB 

” AC 


2. Hệ quả: 


B’C’ // BC 


AB' B'C' AC' 
AB ‘ BC AC 


• Định lí Thalès thuận 
và đảo 

Trong phần trên ta đã 
biết định lí Thalès trong tam 
giác. Trên cơ sở đó, ta sẽ xét 
định lí Thalès dưới dạng tống 
quát. 


B’ ơ 



1. Định !í Thalès thuận 

Nhiều đường thẳng song song định ra trên hai cát tuyến 
bất kì những đoạn thẳng tương ứng tỉ lệ 


17F 
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Chứng minh 

Giá sứ ha đường thẳng 
a, b, c song song với nhau 
và định ra trên hai cát 
tuyên bất kì A, A các đoạn 
thẳng tương ứng AB, BC, 

A'B\ B’ơ. Ta cần chứng 
minh 

AB = A'B' 

BC " B'C' 

Qua điểm A, ta dựng đường thẳng A” song song với A’: 
A” cắt b ớ B” và c ở C”. 

Trong tam giác ACC", ta có BB” IICC”, theo định lí Thalès 
trong tam giác, ta có: 

AB AB" 

BC ~ B"C" (1) 

Mặt khác, các tứ giác AA ’B’B” và B”B’C’C” là những hình 
bình hành, nên: 

AB” = A’B’ ;• B”C” = B’C’ (2) 

Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh. 

2. Định lí Thalès đảo 

Cho hai đường thẳng song song a và b, định ra trên hai 
cát tuyến A và A’ các đoạn thẳng tương ứng AB và A’B\ Nếu 
một đường thẳng thứ ba cắt A và A’ tại hai điểm tương ứng 
c và C’ ờ cùng phía đối với đường thẳng b mà ta có các đoạn 
thẳng tương ứng tỉ lệ: 

AB A'B' 

BC ~ B'C' n> 
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thì đửốíỉg• tíỉẳng' ú 1 sòỉỉỵ 1 sorig 5 vđỉ ! k ; ‘và b. !!h '■ ụ? 


h iiA 


Chứng minh.Ọỉ/ợ C, ta 

y /I UI. - • . • .. . 


MO 


■*!’ ì 


AB^, A'B' 
BC = B'C" 


( 2 ) 


So sánh (2) với giả 
thiết (ỉ), ta có: ’’ iL ^ ~ 

, ỂC = BV” (3) 

. fj§-f í (in lí nnrơi yirurn 



/ A Ị. 

A’ a 

í 'A\n 

(rí ,1 rinịi 

jỊíííjb ạ Ã 

1 

B Ị 

|B’ b°'-' 

--- mÌ/i 

^nTT'ÚT 

"mo 


Ịơ’ c ’ 



* \ / ^ \ / 

^ÍihẬừxM'&Ị ịih lí Thalè^’đảa cho'fà-một.cáctí..ƠẾL<cằìĩfí& i minh hai 

ỳnỹ thễ nn cnnn ^ r ' i 

Bại .15? 

■I ò iíĩli.iĩ T 7 TT 1 


,'T 'ó ÍIA. ố 

đường thẳng sấhg song. 



ịiõv R-J ;líự.b 00 V. '-ĨÍÍ V Á <: ĨA..'ị;,í ! :<)H giiGR lỊnkrí) >ị.ísVửítí ÍTỒÍĨ 
./ỈM .MA pv r )‘ỉ ; <!'! íiísprl.Pơíỉoh *>ó*> OA Av 0 r ĩ ớặvu.* '-ỈC' 


.'/IM .MA pv r )‘ỉ AU! ,Í!'I gnprl.t íĩíỊob *>c r ì OA /‘V 0 r ĩ ờêy«.f.í Ì.RÍÌ 

Q0.i Í.U nậi.ĩỊ^gí^ii-.iiT ii dííịh OSÍỈT .OH 

-■ EB — —— 

Mỉ* 


Các/i í: Ta có DF = —“1 EB - 

* YiM 1 


>/í /Ji« 

Do AB song song và bằng CIO (hên ĐE song song và bằng EB. 
Vậy tứ giác BEDPOà Mnh b'ửứl hànhụrcho tà! ĐE // BE. 
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Áp đụng định lí Thalès trong tam giác CDM, ta có: 


CN CF 
NM " FD 


= 1 = 5 . CN = MN 


Áp dụng định lí Thalès trong tam giác ABN, tương tự như trên 
ta có: 

MN = AM (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra 


CN = NM = AM 


V- 

\ 



Cách 2: Cũng 
chứng minh như trên, 
ta được DE // BF. 

Từ A và c ta kẻ 
các đường thẳng song 
song vđi DE, BF, 
chúng cắt các đường 
thẳng DC và AB ở p, 

Q. 

Ta có: AEDP là 
hình bình hành nên 
PD = AE 


Từ dây ta có 


PD = DF = FC 


Bốn đường thẳng song song AP // ED // BF // QC định ra trên 
hai cát tuyến PC và AC các đoạn thẳng PD, DF, FC và AM, MN, 
NC. Theo định lí Thalès thuận ta có: 

AM = MN = NC 

PD DF FC ( } 


Từ (1) và (2) ta suy ra AM = MN = NC. 
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NHẬN XÉT: 

- Giữ nguyên điểm F mà cho điểm E !à trung điểm của AD, các bạn 
hãy phát biểu và giải bài toán trong trường họp này. 

- Ta đã gặp bài toán này trong chương I (bài 65) và đã giải dựa vào 
một tính chất khác cúa hình bỉnh hành, đó ià tính chất gì? 

Bài 153 


Cho hình thang AĐCD, trong dó AB // CD. Kẻ đường thẳng song song 
với cạnh AB, cắt cạnh AD ở M và cắt cạnh BC ồ N. Biết rằng: 



GIẢI 

Kẻ AC, cắt MN ỏ điểm E. 

Ta có: 

EN CN m ... _, KT m 
~rzr = = ———• Vậy EN =———AB 

AB CB m + n m + n 

DC AD ra + n m + n 

Từ đó, ta được: 

mAB + nCD 

M.N = ME + EN -- — 

m + n 
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NHẬN XẺ ĩ: rã* v\M4ụi 

'>!,'■) í;A í.ỉị^ ín-Võ i); ' n : " r D‘b rĩo-ỵiipn ũiO - 

Nếu đặt —-— *vti„vậ..*-™Ịi t T*kM :h + k j= 1 ,1è Từ.ớâỵ tá-pậ tbểípbếlỉ 
m + n ' rrf + n " - 

biểu ỔựbQf.ipệph ớề':rỉ> i.v-cíi í pnc \ifị:ì ỈỊUOS. ỉ/>r> p*.f.ỉ |p.d ạÓD m fiT - 

Trong một Ềnh itíang Ấếcồ (Ấ& /) CDj nếu tk kẻ mộỉ cằỶ ìuỷ^n íằN 
song song với hai đáy thì ta có: ịp,81 ”Ỉốfĩ] 

gnna r;.noz íjí?ằ?it gnốiỉỉ) à>ỉ^fhĩ\ [Ịncnỉ -Ơ08A Ỉíỉỉỉvd' rỉ rĩ í rỉ Oíio 
với h -M Á 08 rin ẹo ỉèo ẾM M ố OA rin ẹo í60 .OA rtfi63 ìòv 


1 . _ í« MO. .Mp, 

Đặc biệt, nếu k = h = Tí thi M là trung điểm cửa AB;và -N ỊàDrung 

" '• _ 2 >< n í-ị Ị4 am 

điểm của r ểÒ Và ta ẹó: \. 

A ị . . .V - : 0BI ítrtỉrn 8 ru/ rt 0 

/ 1 '\ 1 _ AB + CD 

MN = “•AB + -r-CD =-“^XlOn1 + fíAm 

/ ^ , * .- - 

/...... _ _ 'Àk n +• m 

Ta thấy: định lí về đường trung bình của hình thang là một trường hợp 

đặc biệt của mệnh đề nêu trên. 

Bải 154 Ị ^ 

Cho hình thang ABCD, có đáy nh$ là cb> Từứ-ta kẻ đứờng thẳng 

song song với cạnh bên BC, cắt AC tại M và AB tại K. Từ c tạ,kẻ đ f ựờng 

song song với cạnh bên AD, cắt cạnh đáy AB tại điểm F. Qua F ta lại 

kẻ dường song $ọng vớỉ dường chéo AC, cắt. canh bép BC tạỉ điểm p. 

Chứng mỉnh rằng: ■ A3 Vĩ..-:' •- 7 7'7 

Ti H. v h * :n K ) íi i\ 

a) MP song song VỚI AB. 

b) ạạ đườr^ thẳngrMP, ,ẹjF, DBvcỉồng qủy, '^L 

n - Ui ii > !ií ÕẢ DO 

GIÁI 


a) Áp dụng định lí Thalès vào tam giác ABỦ ! 'tẩ r có? :í ]lí 


u Si! • HAííi.„ 

_----- VỈ&F- xu - : /M 

FP//AC "> FH ra m 


Ĩ8Q 


1* 
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đỊiih 

lí Thaiès vào tam giác DMC: 
CĨM ÌIĨM 

_ OOCM^A DC 
AK // DC => = -"7 (2) 

AM ,, ír ệK 



Các tứ giác AFCD và 
hình 

hành: jạỊpuẠ£,yp tìm \ÉỊl v - A \ y/ 'ĩp 

FB = Sk n 'X3) \/ ' 

ỉềiếiỉ ậig pfị? iồb vỊỉrtí vệH 

m te ta dược: 

QnuriíOPO a ọhn ;ả»i;!ị ft'e ^p bi 1. ỵịh f tẽ'jĩ nồoi AD 

1] p B - đ M ể Tbalès đúọ, Ặ 9 $: Ịụọ/ AB. 

Ỹnôíi 0 'uriỉ ệr! 

b) Gọi I là giao điểm của đường chéo DB và đoạn thẳng-. CF, 

_. ịBỉì! ui?* 

theo a): 


oèila gn' 0 Uh ÍK.5 Q mp j? w.t ịptU-tã Ịiiiĩt Ịộm 0-10 

M ố 3 ằrilẠMưah AỈ& .hEBd 8 dfĩồ 3 :ầTf év ! ò OA 

Í63 íỉjjjUiỉ DG< >V .JftLrtỉ -ịgg 'f)‘cf' A ra ‘ i? ® ỈU ’~ rỉf,4Y! Í R _.^ ^ 


CP DI 

Vậy ta có: TOT “ 77T < 

J PB m.rn = Gỉ 


lữOPí bú rhỉim gnuíiO í,ứ 


cho ta IP // DC (// AB) V 

/6b ^^ỊC&agpcó PM-/ẠẠ8. ^hẹọitiêrỊ,,4ậ^u^ẹ th^ha ^iểm 
p, I, M phải nằm trên một dường thẳng, hay đường thẳng-MP-phải 
di qua giao điểm I của CF và DB. L-í*.Lj 5 ;‘li 

Ổ M >ổfả|ẽjgg£ * v ' Gỏrto g*ióub -5«0 -008Ã »bi OÍÌÍQ ưì ìộm Oiio 
Qiìéũĩĩ ÚV Tb 8A íèĩ! u mọ 08 iôv gno« B »08 gnèríi emVuG .0 meịp 

/M__ A.ĩề -IX_ li Aũrn /4Á Aap aÁA R uà n là unnnn T ìi 


ỔỈP^Í í teXàốllf ; AB. í,C2 ạnoe '-o pnèíil guồvò poe* riỉiỉí? 1 gnurtO ỉ.e 
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Chứng minh hệ thúc: 

MN MP^ 1 
AB + CD 

GỢI Ỷ: 

Hãy tính riêng từng tỉ số 
MN MP 

m-cõ rồicộn9lại ' 

Hãy thay đổi các giả thiết 
để tạo ra bài toán mới. 


Trong bài toán trên đây, nếu ta bỏ giả thiết góc B và góc D là những 
góc vuông thì các giả thiết còn lại phàì thay đổi như thế nào để ta vẫn cỏ 
hệ thức trên? 

Bài 156 


Cho một hình bình hành ABCD. Một cát tuyến qua D cắt dường chéo 
AC ỏ I và cắt cạnh BC ò N, cắt đường thẳng AB ở M. 

a) Chứng minh rằng tích AM.CN không phụ thuộc vào vị trí của cát 
tuyến qua D. 

b) Chứng minh hệ thức: 

ID 2 = IM.IN 


GỢI Ỷ: 

a) Hãy chứng minh AM.CN luôn luôn bằng một đại lượng không đổi. 

Bài 157 

Cho một tứ giác lổi ABCD, các đường chéo AC và BD cắt nhau ở 
điểm o. Đường thẳng song song với BC qua o cắt AB ở E và dường 
thẳng song song vỡi CD qua o cắt AD tại F. 

a) Chứng minh rằng dường thằng EF song song với đường chéo BD. 
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B 



c 


b) Từ o ta kẻ các đường song song 
với AB và AD, cắt BC và DC lần lượt 
tại G và H. Chứng minh hệ thức: 

CG.DH = BG.CH 


GỢI Ỷ: 

a) Hãy chứng minh hệ thức: 

AE AF 
AB = AD 

b) Dùng kết quả của câu a) cho 
trường hợp đoạn thẳng GH. 


Bài 158 

Cho tam giác ABC với BC < BA. Qua đỉnh c kẻ đường thẳng vuông 
góc vởỉ tia phân giác BE của góc B; đường thẳng này cắt BE tại F và 
cắt trung tuyến BD tại điểm G. Chứng minh rằng đoạn thẳng EG b| đoạn 
thẳng DF chia iàm hai phần bằng nhau. 


GỢI Ý: 

Chứng minh GE // BC 

GIÃI (vắn tất) 

Gọi K là giao điểm của CF với cạnh AB 

M là giao điểm của DF với cạnh BC 

A KBC cân => BK = BC; DM 
là đường trung bình của A ABC 

Do DF // AK 
và DF = -ì-AK, ta có 

BG BK 2BK 
GD DF ~ AK 


( 1 ) 
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Qfio<Mg8&í 9f|pif b 3JÍP o* 6i o ŨT (d 
íọuỉ r«ỀI 00 év oa ÍBO ,0A GV 8A iòv 
::$I& ạn1DGiHrì^Ĩ£rt®Gi 

DE .DE 7.” m' ~ DẼ 


-2 


3 


ttO.SH*- HO, 
CE AE - DE 


CE ^ AE-DE _ 1 = A-Eo o AB 
DẸ " DE * DẸ ” DF 

•Dunỉ èíi (ĩniiT' gnurto yr>H (B 


0 4 


CE _ 2(ẠẸ + iffi) 2 _ 2BK 
DE = , AK -/ ■ = AK 

orio Tềdỉi ầo%m/ễnùU (4 

■ HĐ gnểrtí íiạog^on g-guiỉ 

GD = DẼ 

0ftôiÌ¥tỄỉf|£fll ỉG#-# &€Orăftlữ Ì&$nltỉg^đỉểiĩicoủâ®cp(S^TÍUEỂ DPOchia 

vàg ữùo 38 oìiíg nỏriq &ỈỈ ióv oàg 
nạ oò ịd D'ú ẹnB rtl-nẹob enổi rtnim gííurio .0 rnầib ịẹt 08 nồỵui ynuil 160 

.URíin pnếd nsrtq !sr! méì a»í'h -ĨG ỊKỉắítí 


/ 

£}/ 

Ạ 

\ 

, V 

1 / -\ 

/ ỉ ' 

/ ị \ 

; \ 

/ 1 \ 

/ ì \ 

/ò ; \ , 

i 

4 

Ĩ7 


f4r iúiiỊ 


Bài 159 


Cho hai tam giác ABC và AB’C’ có góc chung A. Chứng mĩnto rằng 

08 \\ ;JG íiniíĩ'. ŨỈIÍMÌO 


S A BC _ AB AC 

S A ^è n ^AB^vAC' 



h\(\ /)0 /ỈH < - fíir) DR/i /.. 
D8jb .4 j-;ír>it 


>a ^y4ổ ;í - S ríìỉVlĩj Ếl 

, .HA. V. ►Hỉ ũfl 

SaB’C' =AB'• C'Ji' 

èo £•> ,>ỈA~-; ■-■:• '*Ị0 K/ 

>1§&BC >I H A Q •)£ H 

!Yậy ^B'0' 


i. 
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AB CH [ì&ĩ ÍM - Ỉ 

lioiỉ nậiQ -Oỡíio í>nou^ oiĩồ rnèỉb ossg BỈ o .ÍỈ38A !ồl 06iộ 'ừì OiiD 
BV 300 otÀQ ÍÍ1G1 OBO ílotl ííộ^ysuo riníd Qttutì ối DQO »éie msí 

Vì CH // C’H’ nên;DfíftỊ^i*j- 2 ^ 08 Â enẻi riniín gnừrỉO .00A 


iọa 


Thay đẳng thức này vào (*) ta đượeo 

AO 

^ABC AB ■ AC 
Sab'C' AB' ■ AC' 


08 

Ciõ 


siriirn grtùrio 



orto 068 >1 mềib ỉộm yẽ! BÍ 8A ílnẹo nèiT .08A oèig rr.rđ ỉộítĩ Oíio 

6i o iíOTrong ííậờngohợĩỉ đặaằbĩậộnk^ằlBỈ 9đ3grte>«&iT - - ■— 

ĩ JỈ3 , _ \ ^*7 

08A osig meí rioì) nệib míT .ao BV JA onồíll enbưb O.ÒD 6U0 rnêỉb OBÌg 

(rioĩi nệib ịv nob) r golâSễoa dếSLmBl BÚO lioií íiặìb Jầid uòn 
SaB'C' AC' 

\ÍV\QV t tJ 00 cBK\ Vòt*o iý]b ■ >ọrt \ọO ^nõvnT OÉV nró£ nãvut 

2. Trong trường hợp hai tam giác có một góc bằng nhạUịỵia có: 


/\ /> 
A ='A’ 


ĩ 


AB •AỜ V MJ ÒA 

Sa'B'C' r A'B' A'C' 


>ABC 


suO 


JA — - JO.UA-- 


MA 


gày gL 


Cho táhrặíác AỔ& Trẽn các cạnh AB, BC,,CA ta lấy lần lượt các 
điểm D, E, F sao cho: ' y 

ojy° jca° ooa / jX 

,2 , AO^iAB; BE = ÌBCi^ìcàX 

/ ' •• 

Tính ựiệH tích tạindgiác DEF tỊ)éo diện tích xỏa TaỆị^ị^.ABC. 

' } 4fê^riuvển~slrftf~Đai--noc-mrến-Bấề i 'l972) 
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Bài 161 1 

Cho tử giác lồi ABCD, o là giao điểm các đường chéo. Điện tích 
tam giác ODC là trung bình nhản của diện tích các tam giác BOC và 
AOD. Chứng minh rằng ABCD là hình thang. 

GỘI ý: 

_ _BO oc 

Chứng minh —— = -— 

OD OA 


|Bài 162 1 

Cho một tam giác ABC. Trên cạnh AB ta lấy một điểm K sao cho 

AK 1 _ CL 2 

Trẽn cạnh BC ta lấy một điểm L sao cho . Gọi Q Ịà 

giao điểm của các dường thẳng AL và CK. Tim diện tích tam giác ABC 
nếu biết diện tích của tam giác BQC bằng 1 (đơn vị diện tích) 

(Dể tuyền sinh vào Trường Đại học địa chất Mascơva, 1978) 

GỢI Ý: 

Qua L kẻ LM // CK. 


AM = ^-AB, QL = 4-AL 
9 7 


B 



S BLQ = 4S QLC = ị_ 
S BLA 7S ALC 7 

S BQC ~ S BQL + S QLC 
S ABC = ^BLA + S ALC 
7 _ 

S ABC = ~Ị S BQC 
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Bài 163 I 

Trong lam giác ABC, các điểm D, L, F dược lấy trên các cạnh AB, 
BC và AC sao cho 

AD BL CF 1 
AB ~ BC ~ AC ~ 3 

Tính diện tích tam giác tạo thậnh bỏl các đường thẳng AL, BF, CD 
biết diện tích tam giác ABC là Q. 

GỢI Ý: 

Ta CÓ 

S MPT = Q ~ ( S APB + S BTC + S CMA^ 

Qua D kẻ D'D // AL. Xét tỉ số các đoạn 
thẳng, ta tìm được S CMA và tương tự, ta kẻ 
thêm các đường song song thích hợp để 
tính S APB , S BTC - 

Đáp số: S MP Ỵ=yQ. 

Mở rộng bài toán: Hãy giải bài tc 
AD BL CF 
AB ” BC ~ AC ~ I 

(k - 2) 2 ^ 

Đáp số: S MPT - “7 7 7 ' Q 

k 2 - k + 1 


I Bài 164 

Cho hỉnh bình hành ABCD. Trên các cạnh BC, CD chọn lấy các điểm 
M, N tương ứng sao cho 

CN 2 NH3. 

NO ~ MC 

Đường chéo BD cắt các đoạn thẳng AM, AN theo thứ tự tạl các điểm 
p, Q. Chứng minh S AMN = 2.S APQ 


B 



(án với giả thiết 
(k * 0) 
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13 M 


,SA rin ẹo 3B3 



GỢI Ỷ: [sãMca 


.. MB. , 

ib OGD .Da^Đặteịg^sH^aoĩna có 

^ orio^9s DÃ áv 38 

QA S AMN _ AM AN 

BA S APQ AP AQ 

ao ,88 ,JA gnốrỉí píiólíb OÈO iốd rin é tí í oẹl OBĨQ rriGí ricHì nốib rtnìT 

^ — A¥.N. = ị 1 + Y -Ị.p,9£id|aA .osig rạ sỉ rỉoìỉ nệib Í9ĨCỈ 

S A PQ 1 APA aqJ 

,r i + ^Y 1 + ^.f 1 + ^Y 1 + ặĩ 

V ADẴ ABj l BCẢ GĐĩM 

_ BC + C£) t NP., ạ gBM-ẹ.MC Ọ2-ND f.,GN 

BC . QD. . ” B.M + MC ND + CN 

riẹob Df;o 03 1 } íèX JA.\\ a o 9>i CVauD 

:>,<! „ạ±LỉỊL ỆẴịĩ&ọ) í-.v amo c 3 oọub rnií Rf ,gnổrịj 

k + %b Ỉẹfc£hữỉ riỉ DRC8 gnos gnỜL-b rnénỉ 

- à. p ,,r, 8 rinit 


M 

/í' 


/‘I 


/ > 


Bàíl65 


i 

Trong hỉnh chữ nhật ABCD, kè các jwâh giầfc'BM và ĐF 'èàấả các 
tam giác ABC, ẠB,9 f eg m m 


J8 


QA 


Tính S RC _ M theo a và b Ị- TO 

BPDM (0 -V A) , - - ~~ — - - 

ab(a * b) OA 08 8A 

Đáp số: S BFDM = 


a + b 


Bài 166 


o 


(S X) 
r +■ A- - Á 


r c i!vT 


ỌF : Q 


Cho tam giác ABC có dỉện tích Q. Một điểm M thuộf "(SBĩirẠỸl sao 
cho AM : MC = p : q ——ì—--' 

m ' s ‘ 6 <p è và v q K>fis | aâ f Ìãá.TcBằ :> tM8ĩ)- aoaA " nért ,1nid rtn,ri ũri0 

orio osa gni« pnbu? ỹl M 


Tính S ABM , S BMC 


8M 

---• • £ 

OM . 


540 

GỢI Ý: OM , <3M 

mẽihoÈo lẹt ut Ííriỉ 09dí MA ,MA pnốrAM ẹ<MQ £0 ỉ 00 00 oèrio gnóuQ 
Trước hết cần tính các tỉ so ^ ^ „ 

A&À^tè - KMA 3 nnim gráiriO .0 .q 


Ĩ8S 
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o pQ. 

Dáp sô : S ABM = 

p + q 

' CÌA .tí = OA « - 5 e qá G 

rin - ,00 -,AA 

! 1 p + q 

ÓO Fj V 


qQ 4 . ; íí ■ 

rin - ,00 :zh~-r .. AA 

p + q ^ / \ 

Bài 167 X \ 

Ị r 'I - F. • en"ì- ,. M X \ \ 

Cho tứ giac ÀBCÒÌ trên cạnhr^AB tâV-mô4-44Ổm';J\ẫ ểao cho 

(Sì n Y :<ln ” ỎHA 8 : oa,0 2 \\ 

HPểf Ígi/Wáf| fffi? mse !í» mộ,điểm N sao ch0 - k* D với 

k * 0. Tính dỉệrf’tíctì tò giác-ÀMẻN theo dỉện tích s của tứ giác ABCD. 


GỢI Ỷ: 


.fin 


Kẻ đường chéo AC, ta có Gl ’ V ' Ư8 BỈ L>! 



^ ^AMCN ~ . + n£ 4- ' : fĩE •- ỉ + (r + n)n£ - 

K OGAÍÌ 


Bài 168 

Cho tam giác ABC. Trên tia BA, CB, AC ta dựng 

o^ 9 ẻk nẹob gnựQ .q .n gnồriỉ nẹob Bd Ofi0 

BB. = n CB 

1 n ro 

CC 1 = n AC. q X 

Tính tỉ số S A ^ B ^ : S ABC 
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Từ (1), ta suy ra 



n 2 .s 


S C 1 CB 1 = 

n 2 S + 

nS = n(n + 1)S 

Tương tự 



Ss tBA 1 = 

n{n + 

1)S 

S Al AC 1 * 

n(n + 

1)S 


=* S A 1 B 1 C 1 = s + 3n ( n + 
S A 1 B 1 C 1 

=> = 3n(n + 1) + 1 = 

S ABC 


GỢI Ý: 

Đặt BC = a, AC = b, AB = c, 
AA 1 = nc, BB 1 = na, CC 1 = nb 

Ta có 

S C 1 B 1 B : ^C^BC = na a = n (1) 
S C 1 BC : S ABC = nb : b = n (2) 

Gọi diện tích tam giác ABC là S: 
s = S ABC , từ (2) ta suy ra 

^BC = nS - 


I 2 + 3n + 1 



Cho ba đoạn thẳng m, n, p. Dựng đoạn thẳng X sao cho 


m n 
X " p 
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G7Á/ 


_m 

n_ 

p 


y 



Cách dựng: 

Dựng một góc xOy bất 
kì. Trên Oy ta đặt đoạn OA 
bằng đoạn thẳng m. 

Trên Ox, ta đặt đoạn 
OB bằng đoạn thẳng n và 
đoạn oc bằng đoạn thẳng 
p. Từ c kẻ đường thẳng 
song song với AB, đường 
này cắt Oy ở D. Đoạn OD 
chính là đoạn X phải tìm. 


Chứng minh: 


Vì AB // CD, áp dụng hệ quả của định ỉí Thalès vào tam giác 
ODC ta có: 


OA OB m n 

_____ ay —. 

Vậy OD = X. 

Bài toán bao giờ cũng có một lời giải. 

Có thể dựng cách khác 
chút ít: thay vì đạt oc = p 
thì ta đặt BC = p, lúc đó 
AD = X. 


NHẬN XÉT: 



Cách dựng thứ hai cho ta 
một phương pháp dể giải một 
số dạng bài toán sau. 
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Bài 170 


\Ị\V.) 


1 , V fíí. 

Chia mộtđóạri thẳng AB thành những đoạn tỉ [ệ vổi những đoạn 

$h$ịr\ỉ$c, I)i, f n M p. ----- 


ỉ.( í (tí0i> f Ỷ; ìịih Sứ vi) <ưi--:T iẤ 

í < í ụ .<' Ạ ii ĩ < > >}Ọ h T»! ỉ ii( i 

Cách thứ nhất; 



ỉìBngUáS^ aÍỔ i'EBpcắí ' :i AỮ 'ỡ ỉ, J. 


.í'fú.t ihtiq X rrọob ÍỈ.S dííírín 

Ta cồ: 


•••Ãvvun ỴụúuVG 


AI IJ JB 

'li.ŨB 777F.T qr,-.*= í^TTTỉrn í( • h rịh nm hĩi(ì ộ ri •ỵirựb Í(B ( GT) w HA Í7 


m n 


:&.i í-t 000 


Cách thứ hai: 



CHÚ Ỷ: Trong trường hợp m, n, p không phải là những đoạn thẳng mà 
là những số thi ta có thể chọn một độ dài bâT'kiMầWtfcfa^ịQiể' r gịấíí r óMng 
hạn cần chia đoạn thẳng AB thành những đÒ¥ft thẩừìl^ỉ^^ớỄ r tíắd' i 'sổ r 3f' 

2; 5, ta làm như sau: . ■ lỉẼ ' à n * oỉ ‘ Brí R neỈ5 te 
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Tiên Ax, đặt đoạn AB. 

Ta lấy một độ dài bất kì làm 
đtín vị. ta đặt trên Oy các đoạn: 

AC = 3 (d.v) 

CD = 2 (đ.v) 

DE = 5 (d.v) 

Nối BE và qua c, D kẻ Gác 
đường song song với BE, cắt AB 
ở I và J. Ta có: 


AI 1J JB 
3 ~ 2 ~ 5 


Trong trường hợp phải 
chia đoạn AB thành n phần 
bằng nhau thỉ ta đặt trên Aỵ: 

AA, = A,A 2 . ... = A n _,A n 

Nối A n với B và vẽ qua 
các điểm A v A 2 ..., A n1 các 

dường song song với A n B ta A B B B B 4 B ố 

được các điểm B r B 2 . 

B„-,và 

AB, = B,B 2 = ... = B n _,B 
(Trên hình vẽ. ta dựng trong trường hợp n = 5) 


Bài 171 



Dựng điểm chia trong và chia ngoài đoạn AB theo tỉ số 


GỢI Ỳ: 

Phải dựng hai điểm M và M’ để có: 
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MA _ _ ]_ 

MB _ M'B ~ 3 

Cách dựng như hình vẽ. 

Bạn hãy giải bài toán trong 

3 

trường hợp tỉ số cho trước là —; 
„ m 

tổng quát là —“ = 1, (m. n nguyên 



dương). Đặc biệt, khi _ = 1, ta có 
n 

một cách xác định trung điểm cùa đoạn thẳng AB (khác với cách đã học 
ở lớp 7) như trong hình bên. 


A M B o 



Cho một góc nhọn xOy và một điểm p ở trong góc ấy, hãy dựng 
qua p một đường thẳng cắt cạnh Ox ở A và Oy ở B sao cho đoạn thẳng 
AB nhận p làm trung điểm. 



GỢI Ỷ: 

Cách dựng: 

Qua p kẻ đường song-song với 
Ox, cắt Oy ở I. Trên tia Oy lấy đoạn 
IB = OI. Nối BP cắt Ox ở A. AB là đoạn 
thẳng phải dựng. 
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CHÚ *: 

Hãy giải bài toán này trong trường hợp tổng quát hơn: điểm p chia AB ' 
m 

theo tỉ sô — . 

n 

Xét trường hợp điểm p nằm ngoài góc xOy. 

Bài ĩ 73 

Cho hai điểm A, B và một điểm p không ở trên đường thẳng AB. 
Hãy dựng qua p một dường thẳng sao chp tỉ sổ các khoảng cách từ điểm 
* , 5 

A và từ điểm B dến dường thẳng dỏ bằng —. 

ỏ 

CỢl Ý: 

Hãy để ỷ đến các điểm M, M’ là hai điểm chia trong và chia ngoài đoạn 
, 5 

AB theo tí SỐ —. . 

3 

Bài Ĩ74 

Cho góc xOy và một đường thẳng m cắt Ox ờ A, và Oy ở B. Tìm 
tập hợp trung điểm I của AB khi m di chuyển nhưng luôn song song 
vổi một phương cho trước. 

GIÁI 

1. Phần thuận 

Gọi I là trung điểm của 
AB và Oz là một tia đi qua 
OI. Gọi m’ là đường thẳng 
song song với m, cắt Ox ở A’, 

Ọy ở B’. Gọi I’ là trung điểm 
của A’B\ 

IA IB 

Tacó: rív w raà 

m’ // m nên AA\ BB’ và II* phải 
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đồng quy tại o hay điểm I’ phải nằm trên tia ()z. 

2. Phần đảo 

Lấy I’ bất kỳ trên tia Oz. Qua V, kẻ m’ // ra; m’ cắt Ox ở A\ 
Oy ở B\ Ta có: 

-iệ~ = -i5- => VA' = I'B' 

I'A' I'B' 


nghĩa là I’ là trung điểm của A’B\ 

Kết luận: 

Tập hợp các điểm I là tia Oz. 

Bài 175 

Cho một góc xOy và một đường thẳng bất kì d cắt cả hai cạnh của 
góc. Tìm một đoạn thẳng AB (A thuộc Oy và B thuộc Ox) sao cho AB 
vuông góc vổi d và AB có trung điểm nằm trên dường thẳng d. 

GỢI Ỷ: 

Gọi I là trung điểm của AB thì I phải thỏa mãn hai điều kiện: 

+ I thuộc d; 


+ I thuộc tia Oz. 



(tập hợp các trung điểm của 
các dây song song với một 
phương cho trước vuông góc 
với d; xem bài 174. Từ đây ta 
suy ra cách dựng: 

Từ giao điểm E của d với 
Ox, ta dựng dường thẳng vuông 
góc với d, cắt Oy ở F. Lấy trung 
điểm M của EF, OM cắt d ở I, 
từ I kẻ dường thẳng // với EF 
cắt Oy ở A và Ox ở B. 
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Biện luận: 

- Nếu d đi qua o và là phân giác góc xOy thì bài toán có vô số nghiệm 

hình. 

- Nếu d đi qua o và không phải là phân giác của xOy thì bài toán vô 
nghiệm. 

NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT LUẬN 


Bài 176 

Tứ giác ABCD là một hình bình hành tâm o. 

1. Có thể nói gì về hình (H) tạo nên bởl trọng tâm của các tam giác 
ABC, BCD, CDA, DAB? 

2. Có thể nói gì về hình (H’) tạo nên bởl trọng tâm của các tam giác 
OAB, OBC, OCD, ODA? 

3. Có thể nói gì về quan hệ giữa hình (H) với hình (H’), giữa các 
hình (H), <H’) và hình bình hành ABCD? 

4. Xét trường hợp dặc biệt khi ABCD là hình chữ nhật, khl ABCD 
là hình thoi? 


THALÈS (Talet) 

Thalès sống ở thành phố Milet, một đô thị sầm uất của Hy 
Lạp thời cổ đại, khoảng từ năm 625 đến nõm547 trước Công nguyên. 

Thời trẻ ông đã từng sống ở Ai Cập, làm nghề buôn bán. 
Trong thời gian này ông đã tiếp xúc với nền văn minh và 
những thành tựu to lớn về toán học và thiên văn học của Ai 
Cập. Trở về quê hương Hy Lạp, bằng thiên tài của mình, ông 
đã nghiên cứu xây dựng toán học trở thành một khoa học chặt 


197 



Scan by chihao.inío 



chẽ, hệ thống và chính xác. Vỉ vậy 
người đời sau tôn vinh ông là Nhà 
toán học đầu tiên của nhân loại- 

Không chí với toán học mà 
ông còn nổi tiếng trong nhiều lĩnh 
vực khoa học khác như triết học, 
chính trị, khoa học tự nhiên, thiên 
văn học, và ông cùng được suy tôn 
là một trong bảy nhà thông thái 
(Thất hiền) của Hy Lạp cổ đại. 


Ông có thổi quen làm việc một 
cách say sưa, tập trung cao độ. 
Một cảu chuyện vui kề rằng một lần trong khi mải mê quan 
sát một ngôi sao, Thalès sơ ý bị ngã xuống giếng. Mọi người 
xúm vào chế nhạo ông, coi ông là “cọn người chỉ biết nhìn 
những gì xảy ra ở trên trời, còn những gì ở dưới chăn thì 
không nhìn thấy”. 


Ồng là người đầu tiên dự đoán được hiện tượng nhật thực 
xảy ra ngày 25 tháng 5 năm 585 trước Công nguyên. 


Ông mất năm - 547 trong khi đang tham dự một đại hội 
thế vận. 


Trên tấm mộ chí đật trước mộ ông, người ta kính cẩn 
khẩc lên dòng chữ sau: 

“Nấm mồ này thật nhỏ bé, nhưng vinh quang của con người 
này - Ông vua của các nhà thiên văn - thì-vô cùng to lớn”. 

NHỮNG ĐIỀU có THỂ BẠN GHƯA.mẾT 

ĩ. Thalès dã từng do chiểu cao của Kim tự tháp. 
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- Hieronymus, một học trò của nhà triết học Aristote thì 
nói rằng Thalès ghì lại chiều dài của bóng Kim tự tháp vào 
thời điểm mà chiều dài bóng của ông bằng chiều cao của ông. 

- Plutarch thỉ nói rằng ông đóng một cái cọc xuống đât 
rồi sử dụng các kiến thức về tam giác đồng dạng. 

\ Tuy vậy, người ta vẫn không biết làm thế nào để Thalès 
có thể đo chính xác chiều dài của bỏng Kim tự tháp (phải 
tính từ đỉnh của bóng đến tâm của đáy Kim tự tháp). 

2. Một số kích thước của Kim tự tháp. 

- Chiều cao của một Kim tự tháp là 148m, trong lúc đó 
khoảng cách từ Trái Đất đến Mặt Trời là 148 triệu km. 

- Nếu lẩy chu vi Kim tự tháp Kheops chia cho hai lần 
chiều cao của nó thỉ ta được số n. 

- Các nhà xây dựng Kim tự tháp sử dụng một đơn vị đo 
lường có độ dài 635,66mm trong lúc đó đường kính Trái Đất 
là 6356,6 km. 

Những sự trùng hợp trên đây không phải là ngẫu nhiên. 
Chắc chắn nó thể hiện trình độ hiểu biêt cao của người Âi 
Cập cổ đại! 


VÀI KẾT QUẢ SUY TỪ ĐỊNH LÍ THALÈS 

1. Tinh chất đường phân giác 
Định lí: 

Trong một tam giác, chăn các đường phân giác trong và 
phàn giác ngoài của một góc chìa cạnh đối diện thành những 
đoạn thẳng tỉ lệ với hai cạnh bên 
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EB _ DỊÌ_ _ AỊỊ_ 
EC DC ~ AC 

Bốn điểm B, E, 
c, D hợp thành một 
hàng điểm điều hòa. 

CHÙ Ý: Định lí này 
được chứng minh dựa 
vào định lí Thalès bằng 
cách kẻ-thêm các 

Cũng có thể chùng minh nhờ vào việc sử dụng diện tích các tam 

giác. 

2. Nhiều đường thẳng đồng quy cắt hai đường thẳng 
song song 

ĐỊnh lí: 

Nhiều đường thẳng đồng quy định ra trên hai đường thẳng 
song song những đoạn thẳng tương ứng tí lệ. 



đường thẳng qua c song song vôi AB. 
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All A' và AA \ BB\ CC’ 

A'B' B'C' 
dông quy - — = 

Định lí dảo: 

Nếu nhiều đường thẳng 
định ra trên hai đường 
thẳng song song những 
đoạn thẳng tương ứng ti lệ 
thỉ chủng đồng quy. 

A II A’ và 

=> AA\ BB\ CC’ đồng quy. 

AB BC 

(thứ tự của A, B, c trên A và A\ B\ C’ trên A' Là như nhau) 

CHÚ Ý: 

1. Định lí đảo này được chứng minh bằng phương pháp như phương 
pháp đã dùng để chứng minh định lí Thalès dảo; 

Ta giả sử AA’ cắt BB' tại điểm o. Nối o với c\ dường thẳng OC’ 
cắt À tại điểm C". 

Hãy chứng minh C” s c. 

2. Định lí đảo này cho ta thêm một cách để chứng minh các đường 
thẳng đổng quy. 

Bài 176 

Cho một tam giác ABC. Gọi I là trung điểm của cạnh BC. Đường 
phân giác của góc AIB cắt cạnh AB ở M. Đường phân giác của góc AIC 
cắt cạnh AC ở N. 

a) Chứng minh rằng MN song song vói BC. 

b) Tam giác ABC phải thỏa mãn diều kiện gì dể ta có MN = AI? 
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Trong trường hợp này xác dịnh vị trí của đường thẳng MN trong tam 
giác ABC. 

c) Tam giác ABC phải thỏa mãn điểu kiện gì dể ta có MN 1 AI? 

d) Muốn cho tứ giác AMIN là hình vuông thì tam giác ABC phải là 
tam giác gì? 

GỢI Ỷ: 


a) Hãy so sánh các tỉ số: 

AM 

BM 


Bài 177 


A 



Bài 178 


, AN 

và —— 
CN 


Cho tam giác ABC và ba 
đường phản giác AM, BN và CP. 
Chửng minh rằng: 

MB NC PA 1 
MC NA PB ~ 

GỢI Ý: 

MB AB NC BC PA CA 
MC ~ AC ’ NA ~ BA ; PB ~ CB 


Cho hình thang cân ABCD, đáy lớn là DC, góc D = 60°. Đường phân 
giác của góc D cắt dường chéo AC tại điểm I chia AC thành hai đoạn 
4 

theo tỉ số — và cắt. đáy AB tại điểm M. 

Biết MA - MB = 6cm. 

Tinh các cạnh dáy AB, DC. 
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GỢI Ý: 

Trước hết hãy chứng minh 

DC = AB + AD, để có 

DC = AB + AM 

từ đây sẽ tính được tĩ số: 

= — yà tính được AM. D 

AM 4 

Đáp số: DC = 66cm, AB = 42cm. 


Bài 179 

Cho hình bình hành ABCD. Một đường thẳng cắt AB ở E, AD ở F 
và cắt dường chéo AC tạỉ G. Chứng minh t.ệ thức: 

AB AD AC 

ÃẼ + AF AG 

GỢI Ý: 

Hãy kẻ DM // EF, 

BN H EF và áp dụng định 
lí Thalès vào các tam giác 
ADM, ABN. 


í Bài 180 1 

Cho hình bình hành ABCD. Trên cạnh AB lấy một điểm M và trên 
cạnh CD lấy một điểm N sao cho DN = BM. 

Chứng minh rằng ba dường thẳng MN, DB, AC đổng quy. 

GỈÁỈ 

ABCD là hình bình hành cho nên ta có AB = DC. 

Theo giả thiết BM = DN. 
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Vậy AM = CN 

DN BM 
Ta được : —r = ~— 

CN AM 

và vì AB // CD, nên ta thấy ba 
đường thẳng MN, DB, AC định 
ra trên hai cát tuyên song song 
những đoạn tương ứng tỉ lệ. Vậy 
theo đình lí Thalès đảo, chúng 
phải đồng quy. 

i khác, chẳng hạn: 

a) Nối ON, OM và chứng minh ba điểm M, o. N thẳng hàng bằng cách 
chứng minh A DON = A BOM. 

b) Chứng minh tứ giác DMBN là hình bình hành để đường chéo MN 
phải đi qua trung điểm o của đường chéo DB. 

Qua ba cách giải trên đây. các bạn hãy lưu ý về các phương pháp để: 

- Chứng minh ba đường thẳng đồng quy; 

- Chứng minh ba điểm thẳng hàng. 

2. Trong bài toán trên đây, nếu ta thay giả thiết ABCD là hình bình hành 
bằng giả thiết ABCD là hình thang thì các điểm M,N phải chọn như thế nào 
để cho đường thẳng MN đi qua giao điểm của hai đường chéo AC, BD? 

Bài 181 

Cho tam giác ABC. Trẽn cạnh AB cỏ một điểm D và trên cạnh AC 

_ . ’ . _ 1 1 • .. 

có một diêm E sao cho AD = — AB; AE = — AC. Gọi o là giao diẽm 

4 4 

của BE và CD. 

1 1 

1. Chứng minh DE = — BC; OD = — OC; 

4 4 



CHỦ Ý: 

1. Bài toán còn có nhiều cách giả 
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2 . Gọi M tà trung điểm cùa cạnh BC; N là trung điếm cùa doạn thẳng 
DE. Chứng minh tỉ lệ thức: 


AM OM 
"ÃN ” ON 

Bài 182 

Cho ABCD là một tứ giác lồi. Người ta kẻ hai đường song song với 
dường chéo AC, cắt các cạnh BA, BC lẩn lượt tại G và H; cắt các cạnh 


DA, DC lần lượt tại E và F. 

Chứng minh rằng các 
đường thẳng GE, HF, BD dồng 
quy. 

GỢI Ỷ: 

Hãy chứng minh: 

NE _ MG 

NF ” MH 

CHÚ Ý: Các bạn hãy xét 
trưởng hợp đặc biệt của bài toán 
khỉ E, F, G, H lần lượt là các 
trung điểm của các cạnh AD, 
DC, AB, BC. 



Bài 183 

Cho một hình thang ABCD. Hãy tìm một đoạn thẳng EF song song 
với hai dáy AB, DC (E ỏ trẽn AD, F trên BC) sao cho EF bị hai dường 
chéo AC, BD cắt ra ỉàm ba doạn thẳng bằng nhau. 

Bài toán có mấy lời giải? 


GỌI Ý: 

Gọi p, Q theo thứ tự là các giao điểm của EF với AC, BD 
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Giả sù ta có 

EP = PQ = QF 

Gọi M là trung điểm của 
cạnh AB. Theo giả thiết ta có 

EQ // AB, p là trung điểm 
của EQ 

Từ đây suy ra ba điểm D, 

p, M thẳng hàng hay p là giao điểm của DM với AC. 

Tương tự, o là giao điểm của CM với DB. 

Càch vè đoạn EF. 

Nối ĐM cắt AC tại P; nối CM cắt DB tại Q. Đường thẳng PQ cắ‘ AD 
tại E và cắt BC tại F. 

Bài toán có 2 lời giải. (Chú ý tới điểm N, là trung điểm cùa cạnh DC). 


Bài 184 

Cho hình thang ABCD, đáy lớn AB = b, đáy nhỏ CD = b’ ; gọi a, 
c theo thử tự là độ dài các cạnh AD, BC. 

1. Chứng minh rằng giao điểm o của các đường thẳng AD, BC; giao 
đỉểm I của các dường chéo và haỉ trung điểm M, M’ của các cạnh dáy 
AB, CD cùng nằm trên một dường thẳng. 

2. Tính các cạnh của tam giác AOB. 

OM IM 

3. Tính các tỉ sô ; —■ 

OM' IM’ 

So sánh các tỉ số này. 

4. Gọi E, F theo thứ tự là giao điểm với các cạnh AD, BC của dường 
thẳng qua I và song song với hai dáy. 

Tính IE, IF 
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GỢI * 

1. Các đường thẳng 
AC, BD, MM' định ra trên 
hai dưởng thẳng song 
song AB, CD các doạn 
thẳng tỉ lệ nên chúng dóng 
quy tại một điểm, suy ra 
I é MM’ 

Tương tự. ta có 
o € MM’ 

2. Ta có: 

OA AB OA 

ÕD ~ DC OA - OD 

OB _ AB_ OB 

Õc DC OB - oc 


o 



AB ab 
——— => OA = 

AB - DC b - b' 

AB _ bc 
——— => OB = - 

AB - DC b - b' 


OM b IM 

3TaCÓ ^TF = 7ST 


bb ' 

4. Ta cỏ IE = IF = . ■■■■"77 
b + b' 

CHÚ Ý: Từ kết quả của câu 1, hãy phát biểu một tính chất của hình thang 
sau dó nghiên cứu thêm trường hợp đặc biệt, khỉ ABCD là hình thang cân 
để có thêm một tinh chất của hình thang cân. 

Bài 185 

Cho tam giác ABC; trên cạnh BC có một điểm M và trên AM lấy 
một điểm I, BI cắt cạnh AC tại J và Cl cắt cạnh AB tại K. Qua I kẻ dường 
thẳng song song vổi cạnh BC, đường này cắt AB, MK, MJ, AC lân lượt 
tại các diểm p, E, F, Q. 

Chứng minh IE = IF. 
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GỢÍ Ý! 

Ap dụng định lí Thalès ta co: 



JP_ JE JQ _ _MB CM_ BC 

IQ IP IF ~ MC CB BM 

=>-!§• = 1 => 1E = IF. 

IF 

NHẬN XÉT: Vì điểm M lấy tùy ý trên cạnh BC nên ta xét một vài vị trí đặc 
biệt của M. 

1. Khi M trùng với chán dường cao kẻ từ đỉnh A, tức là AM 1 BC thì 
rõ ràng IM 1 EF. Kết hợp với IE = IF ta có một kết luận mới là tam giác 
EMF cân, đĩnh M. 

2. Khi M trùng với trung điểm của cạnh BC, tức là AM là đường trung 
tuyến thuộc cạnh BC thi ta có ngay Pl = Qỉ. Kết hgp với IE = IF, ta suy 
ra kết luận EP = FQ. 
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NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT LUẬN 


Bài 186 

Cho tứ giác lồi ABCD; M e AB, N € BC, p e CD, Q € DA và các 

tỉ số: 
ò 

AM__£N CP AQ 
MB ~ NB PD QD 

2. ABCD là hình bình hành tâm o. Qua o kẻ một đường thẳng cắt 
dường thẳng AB tạỉ điểm M, cắt đường thẳng AD tại điểm N, cắt đưòng 
thẳng BC tại dỉểm p, cắt dường thẳng CD tại điểm Q. 


§2. TAM GIÁC ĐỔNG DẠNG 


1. Khái niệm tam giác đổng dạng 

a) Định nghĩa 

A A A A A A 

Ả = A';B = B';C = C' ] 

A'B' = B'C' = A'C' c=> AABC A A'B'C' 

AB BC AC j 

b) Tính chất 

Quan hộ đồng dạng có các tí’ h chất: 

- Phán xạ : AABC </> AABC (1) 

- ĐỐI xứng : AABC ^ M’Ổ’C’ => AAB’Ư * AẢBC (2) 

- Bấc cầu: 

AABC </> AA’B’Ư và AA’B’Ơ AA”B”C” 

=* AABC ™ AA”£”C” (3) 


209 




Scan by chihao.inío 


c) Chú ý: 

Tính chất (2) cho phép chúng ta khi gặp AABC t* AA’B’C’ thì 
có thế nói là hai tam giác ấy đồng dạng với nhau. 

d) Định lí 

B’ơ n BC => AAB’C’ «/> AABC 

2. Các trường hợp đổng dạng của tam giác 
Định lí 1 

A = A’ và B - B’ 

=> AABC * AA'B’Ơ 

Đỉnh lí 2 


AB AC 
A'B' ~ A'C' 


/\ /s 

và A = A’ 


=> AABC * AA’B’C’ 



3. Các trường hựp đồng dạng của tam giác vuông 

AABC * AA’B’C' nếu: 
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/\ /\ /N /N 

a) c = C’ (hoặc B = B’) 

c 



CHÚ Ỷ: Khi hai tam giác ABC 
và A'B’C' đồng dạng với nhau 
thi tỉ số k giữa các cạnh tương ứng 

A'B' _ B'C' _ C'A' _ k 
AB “ BC ~ CA 

dược gọi là tỉ số đồng dạng. 

Đặc biệt khi k = 1 thì AABC = AA'B'C’. Như vậy, trường hợp các tam 
giác bằng nhau là trường hợp đặc biệt của các tam giác đồng dạng. 

Bải 187 

Chứng minh rằng nếu hai tam giác đổng dạng thì: 

a) Tỉ số hai đường phận giác tương ứng bằng ti số đổng dạng. 

b) Tỉ số hai dường trung tuyến tương ứng bằng tỉ số đồng dạng. 

c) Tỉ số hai dường cao tương ứng bằng tỉ số đổng dạng. 

d) Ti số các chu vi bằng tỉ số đồng dạng. 

e) Tỉ số các diện tích bằng bình phương tỉ số đổng dạng. 

GIẢI 

a) Giả sử AABC trt AA’B’C\ 
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Kẻ phân giác AD và A’D’ của các góc A và góc A’. 
Vì AABC </> AA’B’C’ nên: 

A A A Ạ 

A = A\ ta suy ra A 1 = A’j 

/\ A 

Ta cững có B = B\ 

Vậy AABD </> AA’B’D’ (trường hợp 1) 





b) Ta kẻ các trung tuyến tương ứng AM và A’M\ 
Do AABC </> AA’B’C’ nên: 


/\ /\ 

B = B' 

AB = A'B' _ _AB_ = A'B' 
BC “ B'C' ^ BM “ B’M' 


=> AABM ^ AA'B'M' 


cho ta 


A'M' = A'B' 
AM _ AB 
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c) Kẻ các đường cao tương ứng AH, ATT. 

Do AABC </> aA’B’C’ 

A A 

nên B = B’ và hai tam giác vuông ABH và A’B’H’ đồng dạng, cho 
ta 

A'H' = ATT 
AH ” AB A 

A’ 

c Ạ c . 

c B’ H c 



d) Gọi p và p! là chu vi của AABC và của AA’B’C\ 

p = AB + BC + CA, p’ = ATT + B’C’ + C’A’ 
Vì AABC ^ AA’B’C’ nên: 

A'B' B'C' C'A' _ A'B' + B'C' + C'A' __ jT 
AB BC CA AB + BC + CA p 

®> S ABC = I BC . AH 


1 

q _ 
°A'B’C’ 2 


B’C’ . A’H’ 


Theo kết quả câu c) : 


ATT 

AH 


B'C' 

BC 


Suy ra 


Sạ'B'C' _ ( B ' c ' ^Ị 2 

Sabc V BC ) 


213 




Scan by chihao.info 


I Bài 188 

Cho một tam giác ABC. Gọi M là trung điểm cạnh BC, N là trung 
dỉểm của cạnh AC. Các đường trung trực của cạnh BC và AC cắt nhau 
tại dỉểm O; H là trực tâm và G là trọng tâm của tam giác. 

Chứng minh rằng: 

a) Hai tam giác ABH và MNO đổng dạng. 

b) Hai tam giác AHG và MOG đổng dạng. 

c) Ba điểm H, G, o thẳng hàng. 

GIẢI 


a) OM // AH. 


MN là đường trung bình nên: MN // AB. 

Hai góc nhọn HAB và OMN có các cạnh tương ứng song song. Vậy 

HAB = ÓMN 


Chứng minh tương tự, ta có 

HBA = ÓNM. 


A 



Vậy AABH </> A MNO. 

b) G là trọng tâm của 
tam giác nên 


MG 1 
AG ~ 2 


( 1 ) 


AABH aMNO nên: 


OM MN 1 

AH AB ~ 2 (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra: 
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MG = OM 
AG ~ AH 

Mặt khác OM // AH nên HAG = OMG. 

Vậy AAHG ^ AMOG. 

c) Từ b), suy ra: 

ẤSh = ÓGM. 

Hai góc này bằng nhau mà đã có hai cạnh AG, GM nằm trên 
đường thẳng AM, hai cạnh GH và GO nằm ở hai phía của AM nên 
cũng phải nằm trên một đường thẳng, nghĩa là ba điểm H, G, o 
thẳng hàng. 

CHÚ Ý: 

Vì o là giao điểm của hai đường trung trực của các cạnh BC, AC nên ta có 
OA = OB = oc. 

Do vậy, nếu ta lấy o làm tâm và quay một đường tròn bán kính OA 
thì đường tròn này đi qua cả B và c. Người ta gọi đường tròn này là đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Từ kết quả câu c) ta rút ra kêt luận: 

Trong một tam giác, trọng tâm, trực tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp 
nằm trên một đường thẳng. 

Đường thẳng này được gọi là dường thằng EuỊer (ơle) để ghi nhớ một 
trong nhiều phát minh của Euler (1707 - 1783), một trong những nhà toán 
học lỗi lạc nhất của mọi thời đại. 

Bài 189 

Cho tam giác ABC, các dường cao AK và BD cắt nhau tạl G. Vẽ các 
dường trung trực HE, HF của AC và õc. 

Chứng minh rằng BG = 2HE; 

AG = 2HF. 

(Đế thi học sinh giỏi toán lớp 8 toàn quốc năm 1981) 
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A 



GỢI Ý: 

Cách 1: 

Xem bài 188 
Cách 2: 

Nối CH và kẻo dài, lấy trên 
đó điểm I sao cho HI = CH. 
Chứng minh tứ giác AIBG là 
hình bình hành. 


Bài 190 

Cho một hình thang vuông ABCD (AB // DC, A = D = 90°). Đường 
chéo BD vuông góc với cạnh bên BC. 

Chứng minh hệ thức: BD 2 = AB.DC. 

GỢI Ý: 



Chứng minh AABD ABCD 

NHẶT XẼT 

- Bài toán có hai giả thiết: 

- ABCD là hình thang vuông 

- BD _L BC. 

và một kết luận BD 2 = AB.DC 


Hây lấy kết luận làm một giả thiết, kết hợp với một trong hal giẫ thiết 
trên và lấy giả thiết còn lại làm kết luận thì ta có những bài toán mới (ta 
tạm gọi là bài toán đảo của bài toán trên). 


Bài toán đảo 1: 


Nếu trong một hình thang vuông, một đường chéo là trung bình nhân 
của hai đáy thì đường chéo này vuông góc với một trong các cạnh bên. 
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Bài toán đáo 2: 

Nếu trong một hình thang, một đúóng chéo vuông góc vói một cạnh 
bẽn và đường chéo này là trung binh nhân của hai đáy thi hình thang đâ 
cho là hình thang vuông. 

Bạn hãy chửng minh các mệnh đế trẽn đây. 


Bài 191 


Cho tam giác càn ABC (AB. = AC) và o là trung điểm của cạnh đáy 
BC. Một điểm D lưu động trên cạnh AB. Lấy một điểm E trẽn cạnh AC 


sao cho: 


CE = 


OB 

BD 


Chứng minh rằng: 

a) hai tam giác DBO và OCE đồng dạng. 

b) tam giác DOE cũng đổng dạng với hai tam giác trên. 

c) DO là phân giác của góc BDE; 

EO là phân giác của góc CED. 

d) khoảng cách từ điểm o đến đoạn ED không dổi khi D lưu động 
trẽn AB. 



d) Từ kết quả câu c) suy ra OI = OH. 
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Bài 192 

Cho tam giác ABC, trong đó B, c !à các góc nhọn. Các đường cao 
AA\ BB\ CC’ cắt nhau ở H. 

a) Chứng mỉnh hệ thức A’A.A’H = A’B.A’C. 

b) G íà trọng tâm cùa tam giác. Giả sử đường thẳng GH song song 
với cạnh đáy BC. 

Chứng minh hệ thức: A’A 2 = 3A’B.A’C 

GỢI Ý: 

a) Dựa vậo các cặp tam giác đồng dạng sau: 

BA’H và BB’C CAA' và CB’B. 

b) Nếu GH // BC thì ta có 


Bài 193 

Cho một hỉnh thang KLMN (KN H LM). Gọi E là giao điểm của haỉ 
đường chéo. Qua E ta kẻ một đường song song với LM, cắt MN ở F. Chứng 
minh hệ thức 


1 

EF 


1 1 



LM 



GỢI Ỷ: 

Tính các tỉ số 

EF EF 
LM ’• KN 
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Bài 194 I 

Cho một góc xOy và một điểm M ở trong góc ấy. Hãy dựng qua^M 
một cát tuyến cắt hai cạnh của góc ỏ A và B sao cho tổng + -Ịjj^ 
là lớn nhất. 

(Dề thi vô địch toán Mỹ, 1979) 


GỢI Ỷ: 



Cách 1: 

Vẽ MN // Oy. ON // AB. Từ giao 
điểm của OA và MN, kẻ PQ // AB. 

Theo bài 193 

111 
MA + ON “ PQ 


Dođó 

cố định, p cố định nên 
Cách 2: 


= đạt giá trị lớn nhất khi PQ nhỏ nhất. Vì OM 
PQ nhỏ nhất khi và chỉ khi PQ 1 OM, tức AB 1 OM. 


'1 1 

Chứng minh rằng c_ + c 

s a OMA °0MB 



S OMA 

AO AB 

Dựa vào. 

S OMP 

OP ~ MB 

1 

1 

không đổi, 

Tổng q 

o 0MA 

S OMB 


do dó -777 + “7 không dổi. MA > AH. 
AH tírs 

MB > BK, suy ra vị trí của AB cẩn tìm 


1 

s OMP 

Sqab 

SqMB 



là AB i OM. 
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Biện luận va mớ rộng bài toán: 

- Các bạn hãy xét xem khi nào bài toán có lời giải, khi nào khỏng? 

- Nếu đổi giả thiết một chút: “cát tuyến qua M cắt một cạnh của góc 
xOy và cắt cạnh kia kéo dài", thì bài toán có thể giải thế nào? 

fiài 195 

Cho hình thang ABCD, các dường chéo AC và BD giao nhau tại điểm 
o. Qua o ta kẻ một dường thẳng song song với các dáy AD và BC, cắt 
các cạnh bên tại E và F. Chứng minh rằng EF tà trung bình diều hòa 
của hai. đáy. 

GỢI Ý: 

Áp dụng kết quả của bài 193 để chứng minh hệ thức: 

2 _ 1 1 
EF AD + BC 

Bài 196 

Một cách dựng đường song song của I. Steiner 

(1796 - 1863, nhà toán học Đức) 

Cho một đoạn thẳng AB cùng trung điểm I của nó và một điểm p 
ngoài đường thẳng AB. Hãy dựng qua p dường thẳng song song với AB, 
mà chỉ dùng thước thẳng. 
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Cách dựng: 

Kẻ tia AP, trên tia đó lấy một điểm c ở ngoài đoạn thẳng AP. 
Kẻ CI, CB và PB, các đoạn thẳng BP và CI cắt nhau tại M. Đường 
thẳng AM cắt CB tại D, và PD là đường thẳng phải dựng. 


Chứng minh PD // AB (xin dành cho bạn đọc) 

Bài 197 

Trong ỉam giác ABC, phân giác của góc ACB cắỉ cạnh AB tại một 
dỉểm D. Chứng minh rằng CD 2 < CA.CB. 

(Để thi vô địch toán Hungari - 1917) 



GỢI Ý: 

Hãy chửng minh rằng với điều kiện 
của bài toán thì có thể tìm trên AC một 
điểm E để CDỀ = CBD. 

Sau đó so sánh các cặp tam giác 
CBD và CDE. 


Bài 198 

Giả sử AC là đường chéo lớn .của hình bình hành ABCD. Từ c kẻ 
các đường CE, CF vuông góc với AB, AD. Chứng minh rằng: 

AB. AE + AD.AF = AC 2 


GỢI Ý: 

Từ B kẻ BG 1 AC (chứng minh G 
là điểm thuộc đoạn thẳng AC). 

Sau đỏ so sánh các cặp tam giác 
AGB và AEG: BGC và CFA. 


(Đề thi vô địch toán Hungari - 1918) 
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I Bái X99 I 

Chứng minh rằng trong một hình bình hành các khoảng cách từ một 
điểm nằm trẽn một đường chéo đến hai cạnh kể bên thì tỉ lệ nghịch với 
độ dài các cạnh ấy. 

Bài 200 

Qua một điểm o tùy ý ở trong tam giác ABC kẻ đường thẳng song 
song vớỉ AB, cắt AC và BC tại D và E, đường thẳng song song với AC 
cắt AB và BC tại F và K, dường thẳng song song VỚI BC cắt AB và AC 
ỏ M và N. 

Chứng minh rằng: 

AF BE CN ^ 

AB BC + CA ~ 

GIẢI 


Vì FK // AC nên 


AF KC 
AB “ BC 


( 1 ) 



AOEK ^ AABC cho ta 

KO . KE 
CA “ BC 

Tứ giác OKCN là hình bình hành 
nên OK = CN. Vậy 

CN KE 

CA " BC (2) 


Thay các kết quả (1) và (2) vào vế trái đẳng thức cần chứng 
minh: 


AF BE CN _ KC BE KE BC 
AB + BC + CA BC + BC + BC BC 
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I Bài 201 Ị 

Cho một tam giác ABC. Qua một điểm o tùy ý trong tam giác ta kẻ 
các đường thẳng AO, BO, co cắt BC, CA, AB lần lượt tại A r B v và c r 

Chứng minh hệ thức: 


OAị OBị + OC n = 1 
AA-Ị bb^ CC-j 


GIẢI 

Kẻ đường cao AH và từ o kẻ OI J- BC. 
Ta có OI // AH. 

OAị oi 

AA] AH 


( 1 ) 


Mặt khác: 

S B QC 1 BC ' 01 oi 

Sabc = ỈBC.AH AH (2) 

2 

Từ (1) và (2) ta suy ra: 


S BOC _ QA 1 

Sabc AAj 

Chứng minh tương tự, ta có: 
s COA _ QB 1 ,.. 

Sabc BBị 

Ịaqb = (5) 

Sabc CC! 


A 
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Từ (3), (4) và (5) ta có: 


QA 1 Ị Q B 1 , QC 1 = B BOC + ScOA + Sạqb 
AAị BB] CCi S ABC 


... QA 1 QB 1 QC I , 

Vậ ỵ AAỵ BBi CCi 

Bài 202 

Qua đỉnh c của tam giác vuông ABC kẻ một dường thẳng d vuông 
góc VỚI trung tuyến CM thuộc cạnh huyền AB. Gọi A v B 1 là hình chiếu 
của A, B trên d. 

Chứng minh: 


1- S AA 1 B 1 B = 2 * S ABC 
2. 4. AA 1 . BB 1 = A 1 B 1 2 . 

Bài 203 

Cho hình thang ABCD (AD // BC); AD > BC. Gọi E là trung điểm của 
đáy lớn AD; EB cắt AC ở M; EC cắt BD ở N. 

1. Tính độ dài MN theo hai đáy 

2. Tìm ti số hal cạnh đáy dể MN có giá trị lớn nhất. 


GIẢI (vắn tắt) 



1. Đặt AD = a, BC = b 


• AAME </> ACMB: 


EM AE a 
MB ~ BC ~ 2b 


• AEND ^ ACNB : 


EN a 
NC “ 2b 


( 2 ) 
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Gọi M, N theo thứ 
tự là các trung điểm của 
các cạnh AB, AC. 

Theo giả thiết 
A ABE Vì A ACF 

Suy ra HBA = HAB 
= KAC = ACK 
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mà ACK + CAF = 90° 

cho ta KAC + CAF = 90° 

DN // AB =* DNC = BAC 

Từ các kết quả trên, suy ra HAF = 90° + BAC = DNF 

Mặt khác CAK = AFN = CFK, cho ta các tam giác vuông AFN, 
KAN và HAM đồng dạng; 


AF _ FN 
AH " AM 

Do AM = ND nên 

AF FN 
AH “ ND 

Suy ra: A AHF A NDF => AFH = NFD 
Từ đây, ta có ẤFN = HFD, kết hợp với 

* * PM Til? 


ta có: 

A DHF 

IS> 

A NAF 

(1) 

tương tự, ta có 

A NAF 

1/1 

A MAE 

(2) 


A MAE 

■S) 

A DKE 

(3) 

Từ (1) (2) (3) ta suy ra 

A DHF 


A DKE. 



NHẬN XẼT: 

Trong chứng minh trên, để chửng mỉnh A DHF A DKE ta chứng 
minh A DHF và À DKE đổng dạng với các tam giác dồng dạng với nhau. 
Ta dã sử dụng tính chất bắc cẩu của phép đổng dạng: “Hai tam giác 
cùng dồng dạng vỏi một tam giác thứ ba thì dồng dạng với nhau”. 
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Bài 205 

Cho một tam giác ABC không đều. Hãy chia tam giác này thành ba 
phần sao cho một phần là một tam giác đáng dạng VỚI ABC, hal phắn còn 
lại có thể ghép thành một tam giác cũng đổng dạng với tam giác ABC. 

GỢI Ý: 

A Ạ , . 

Giả sử B > c. Lấy trên cạnh AC, 

BC theo thứ tự hai điểm K, M sao 
cho ẨKM = B và KM cắt dường thẳng 
AB tại điểm N VỚI KM = MN (ta dựng 
các điểm này như sau; Lấy trên AC 
một điểm K’ tùy ỵ^TTm trên^CB một 
diểm M’ sao cho AK'M' = ABM’. Trên 
đoạn kéo dài cùa K’M’ lấy điểm N’ 
sao cho M'N’ = K’M\ Đường thẳng 
CN' cắt AB tại N. Dựng qua N đường 
thẳng song song với N’K\ Như vậy 
tacó dư^c hai điểm K, M thỏa mãn 
ẤKM = B). 

Kẻ KL // AB và như vậy ta dã chia tam giác ABC lảm 3 


A CKL A ABC 

(1) 

A MKL 

(2) 

Tứ giác AKMB 

(3) 


Đưa tam giác MKL đến vị trí của tam giác BMN, ta sẽ .gộp hai phần 
(2) và (3) thành một tam giác dồng dạng với tam giác ABC. 

Bài 206 

Cho tam giác ABC. với hai đường cao AD và CE. Ngưòỉ ta dựng ra 
ngoài tam giác hình vuông ACPQ, hai hình chữ nhật CDMN (vớ! 
CN = CB) và AEKL (với AL s AB). Chứng minh rằng diện tích hình vuông 
ACPQ bằng tổng diện tích hal hinh chữ nhật CDMN và AEKL. 

(Dề thi otympic toán Mascơva tỡp 9, 1998) 


c 
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GỌI Ý 

Dụng đường cao BS. Gọi T là giao điểm của tia BS và PQ. Chứng minh 
hai hình chữ nhật ASTQ và AEKL có điện tích bằng nhau (suy tù hai tam 
giác đổng dạng ABS và AEC). 


NHỮNG BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT luận 


I Bài 2071 

Cho tam giác ABC, kẻ 
Btt 1 AC và HP 1 AB 
CK 1 AE và KQ _L AC. 

GỢI Ý 

Tim các tam giác đồng dạng và các đường thẳng song song. 

Bài 208 

Qua đỉnh c của hình bình hành ABCD kè một dường thẳng cắt đường 
chéo BD ò điểm E, cắt cạnh AB ở điểm G và cắt đường thẳng DA ỏ điểm F. 

GỢI Ý: 

Tỉm các cặp tam giác đổng dạng và tìm các hệ thức liên hệ giữa các 

Bài 209 

Hình vẽ bên dược cho với 
cấc thông tin: 

- ABCD là hình bình hành 

- AMPN là hlnh bình hành 

- Q là giao điểm của BN 
và DM. 


đoạn thẳng có mặt trên hỉnh vẽ. 


u c 
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MỘT BÀI TOÁN CỔ CỦA TRƯNG Qưốc 


Đê’ tính khoảng cách từ một điểm đến một cái cây mà không thể 


đến được tận gốc cây, người 
1 trượng sao cho các cọc 
cùng với cây tạo thành một 
hình vuông nằm vé phía 
bên trái người quan sát. 
Biết khoảng cách từ cọc 
thứ hai đến điểm I là 3 tấc. 
Tim khoảng cách từ người 
quan sát đến các cây. 

Chú thích về đơn vị 
đo lường 

- Một trượng: độ dài 
3,2m 

- Một tấc: độ dài 
0,32ir, 

GỢI Ý: 

Sử dụng cặp tam giác 
đống dạng EAD và ICD để 


ta trổng thêm 3 cái cọc. mỗi cọc cách nhau 



có 


EA 


AD-CD 

IC 



• TAM GIÁC SIERPINSKI (hay thảm Sierpinski) 

Lấy một hình tam giác đều S 0 . Chia ‘S 0 ra 4 tam giác đều 
bằng nhau, rồi xóa đi tam giác đều ở giữa, ta được hỉnh Sj. 
Lại chia mồi tam giác đểu trong Sj ra bốn tam giác đều bằng 
nhau, rồi xỏa đi tam giác ở giữa, ta có hình s 2 ■ Bằng cách 
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đỏ, ta có Sy Sj,... Quá trinh này 
được tiếp tục niáỉ, và hỉnh có được 
gọi Là tam giác Sierpiaski hay 
thảm Sierpinski (do nhà toán học 
Balan V. Sierpinski, 1882 - 1969, 
xây dựng). 

Ta thấy: sỊ gồm 3 phần, mỗi 
phần đồng dạng với S 0 theo ti số 

đồng dạng —ịS 2 gồm 3 phần, mồi 
phần đồng dạng với s 1 theo tỉ sô 

— , ... Thảm Sierpinski có tính 

Ả 


chất tự đồng dạng, nghĩa là một bộ phận của nó có thể coi 
là một bản sao thu nhỏ của nó. Thảm Sierpinski là một ví 
dụ về ỉractal. Hình học íractal mới ra đời mấy chục năm nay, 
nhưng đã có ý nghĩa rất quan trọng đối với toán học và nhiều 
ngành khác. 


r 


▲AA 



s. s. 
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• ĐỊNH LÍ CEVA VÀ ĐỊNH LÍ MENELAUS 


Bài 210 

Trẽn các cạnh BC, CA, AB cửa tam giác ABC, ta lấy các điểm tương 
ứng p, Q, R. Chứng minh rằng diều kiộn cẩn và đủ để AP, BQ và CR 
đổng quy là có hệ thức: 

PB QC RA 

reMìiB 1 1,1 < Đinh " Ceva > 

G.Ceva (Xêva), 1648 - 1734, nhá toán học Ý. 

GIẢI 

ỉ. Điều kiện cẩn 

Ta phải chứng minh rằng: 

AP, BQ, CR đồng quy => (1) 

Qua c và A, ta kẻ các đường 
thẳng song song với BQ, cắt đường 
thắng AP tại E và cắt đường thẳng 
CR tại D. 


A 



A EPC A OPB => 

A RAD </> A RBO => 


PB 

OB 


PC 

EC 

(a) 

RA 

_ AD 


RB 

“ OB 

(b) 


QC OE OE EC 

QA OÃ {Q0// AD) ’ raà OA = AD (A 0EC -^ OAD). 

QC _ EC 

nèn QA ~ AD (c) 

Từ (a>, (b) và (c), ta có (1), đpcm. 
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2. Diêu kiện đủ 


A 



Ta phải chứng minh rằng: 

(1) => AP, BQ, CR đồng quy. 

Ta giả thiết rằng đã lấy ba điểm 
p, Q, R lần lượt trên ba cạnh BC, 
CA, AB của tam giác ABC và hệ 
thức (1) được thỏa mãn, nghĩa là 

PB QC RA =1 
PC QA RB (1) 


Gọi o là giao điếm của BQ và RC. Kẻ OA và kéo dài cắt BC 
ở điểm p\ Ba đoạn thẳng AP’, BQ, CR đồng quy tại o, nên theo 
kết quả vừa chứng minh ở trên, ta có: 


P'B QC RA 

P'C QA RB ~ (d) 

Từ (1) và (d) suy ra: 

PB P'B 
PC P’C 

Vì chỉ có duy nhất một điểm chia trong đoạn thẳng BC theo 
một tỉ số cho trước, nên p 2 P’ hay AP cũng đi qua o, đpcm. 

CHÚ Ý: Ta có thể dùng quy tắc sau đây để viết hệ thức Ceva một cách 
nhanh chóng mà tránh được nhẩm lẫn. 

1. Mỗi đoạn thẳng (định ra trên mổi cạnh của tam giác) đều được viết 
với đỉnh của tam giác ỏ cuối. Thí dụ: PB. PC, RA (không viết BP, AR). 

2. Viết ba cạnh của tam giác ABC theo thử tự đi vòng quanh tam giác 
(đỉnh xuất phát và chiéu tùy ý chọn), thí dụ: 

AB, BC, CA 

hoặc CB, BA. AC. 
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3 Viết tỉ số các đoạn thẳng đinh ra trên mỗi cạnh nhu sau: 


RA 

Cạnh AB: t? số —7 {A trên đoạn thứ nhất. B trên đoạn thứ hai). • 
RB 

PB 

Cạnh BC: tỉ sô' ——. v.v... 

PC 

4. Lấy tích cùa ba tỉ số ứng với ba cạnh theo thứ tự đã chọn ở 2). 
Thí dụ 1. Trong hình bèn, ta có thể: 

Chọn thứ tự: BC, CA, AB 

PB QC RA 
Ta CÓ PC QA RB - 

- Chọn thứ tự AC, CB, BA 

QA PC RB H 

ta CÓ QC PB RA " 

Đây cũng tà hệ thức (1), trong đó mỗi tỉ số đều được thay bằng nghịch 
đảo của nó, và tích các tỉ số được viết theo thứ tự khác mà thôi. 

Thí dụ 2. Trong hình bên, chọn thứ tự 

IM, MN, NI 

Pl HM SN i 

ta CÓ PM ’ HN SI 

Nếu chọn thứ tự khác: 

NM, MI, IN 

ta có hệ thức tương đương: 




HN PM SI 
HM Pl SN 


= 1 
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Bài 211 

Hãy áp dụng định lí Ceva dể chứng minh rằng trong một tam giác: 

a) Ba dường trung tuyến đổng quy. 

b) Ba đường phân giác dồng quy. 


c) Ba dường cao dồng quy. 


Bài 212 


Cho một tam giác ABC. Gọi M là trung điểm của cạnh BC. Một điểm 
E trên cạnh AB và một điểm F trẽn cạnh AC. Chứng minh rằng diều kiện 
cẩn và dủ để EF song song với BC là ba đoạn thẳng AM, BF, CE đồng 
quy. 


GỢI Ý: 

Áp dụng định lí Ceva vá định lí Thalès đảo. 

Bải 2X3 

Cho tam giác ABC vuông ỏ A. Dựng phía ngoài tam giác các hình 
vuông ABDE và ACFG. Chứng minh rằng BF, CD và dường cao AH của 
tam giác ABC đổng quy. 

GỢI Ý: 

Gọi B' là giao điểm của AC và BF 
C' là giao điểm của AB và CD 

Áp dụng điếu kiện đủ của định li Ceva đối với ba đoạn thẳng AH, BB’, 

cc\ 


Bài 214 

Trẽn các dường thẳng qua các cạnh BC, CA, AB của tam giác ABC, 
ta lây các điểm tương ứng p, Q, R (không trùng với đỉnh nào và có ít 
nhất một điểm nằm ngoài tam giác). Chứng minh rằng diều kiện cần 
vả đủ để ba điểm p, Q, R thẳng hàng là 
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PB QC RA „ 

~ = 1 ( 2 ) 

PC QA RB 

(Định li Menelaus) 

Meneiaus (Mê-nê-la-út) nhá toán học cổ Hi Lạp (thế kì I) 


GỢI Ỷ: 

1. Điểu kiện cấn: 

p, Q, R thẳng hàng => (2). 

Gọi khoảng cách từ A, B, c đến đường thẳng PQR là m, n và p, ta có: 


PB _ 

n 

QC _ p 

RA 

PC " 

p ’ 

QA ~ m 

’ RB 


từ đó có (2). 


2. Điều kiện đủ: 

Nếu có (2) và ít nhất một trong ba điểm 
p, Q, R nằm ngoài tam giác ABC thỉ p, Q, R 
thẳng hàng. 

Chứng minh bằng phản chứng, tương tự 
chứng minh điều kiện đủ trong định lí Ceva. 


I ( 



Qui tắc để viết hệ thức (2) đối với định lí Menelaus cũng giống qui tắc 
viết hệ thức (1) đối với định lí Ceva. 


I Bài 215 

Cho tam giác MNP; một dường thẳng cắt các cạnh MP và PN lần 
lượt tại R và s, và cắt cạnh MN kéo dài tại T. Đường thẳng qua p và 
giao điểm I của MS và RN cắt cạnh MN tại u. Chứng minh rằng bốn điểm 
M, N, T, u lập thành một hàng điểm diều hòa. 


GỢI Ý: 


r 


UM TM 

Dùng định li Menelaus và định lí Ceva (điều kiên cân), suy ra —— = —— 
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Bài 216 


Trên đường trung tuyến AM của tam giác ABC, ta lấy một điểm K 

sao cho AK = 3 KM. Đường thẳng BK cắt cạnh AC tại p. Tính tỉ số 
PA : PC. * 

GỢI Ý: 

Áp dụng định lí Menelaus vào tam giác 
ACM và cát túyến BKP. 

Đáp sô: —- = —. 

PC 2 


Bài 217 


*| ành ABCD - Ta lấy dlểm M trên cạnh AD sao cho 
= 2MD ' y à điểm N trê " cạnh AD sao cho DN = 3NC. Hal dường thẳng 
BM và AN cắt nhau tại s. Tính tỉ số AS : SN. 

GỢI Ỳ: 

Kéo dài BM và CD cắt nhau tại E. 

CD 

DE = — 

2 

Áp dụng định lí Menelaus vào tam 
giác MDE và cát tuyến ASN, từ dó có 
tỉ số SM : SE, suy ra t? số MS ; ME. 

Áp dụng tiếp định lí Menelaus vào 
tam giác SNE và 'cát tuyến AMD, từ 
đó có tỉ số AS : AN, suy ra t? số 
AS. SN 





A 
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Bài 218 Ị 

Cho hình bình hành ABCD có diện tích 1. Đường thẳng qua dính 
A và trung điểm M của cạnh BC cắt đường chéo BD ở Q. Tính diện tích 
của tứ giác CDQM. 


GỌI Ý: 



Do dó, chỉ cần xác định tỉ số QA : QM. 

Áp dụng định lí Menelaus vào tam giác BCO và cát tuyến AQM để xác 
định QB : QO. Áp dụng định li Ménelaus vào tam giác BQM và cát tuyến 
AOC để xác định AQ : AM. 

Bài 219 

Trên các cạnh AB, BC, CA của tam giác ABC ta lấy các điểm tương 
ứng M, N, p sao cho: 

MA : MB = NB : NC = PC : PA = 1 : 4. 

Các dường thẳng AN, BP và CM cắt nhau tạo thành tam giác EGH. 
Tính diện tích tam giác EGH, biết diện tích tam giác ABC bằng 1. 


GỢI Ý: 

S EGH = S ABC ” S ABN " S BCP ~ S CAM + S BEN + S CGP + S AHM 
S ABN = S BPC * S CAM = S ABC /5 - 

Để tính S 8EN , tinh tỉ số EN : EA. 

Áp dụng định li Menelaus vào tam giác ANC và cát tuyến BEP, có: 

EN PA BC _^ EN 1 
EA PC BN ^ EA = 20 


► 
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Bài 220 

Cho hỉnh thang ABCD (AB // CD). Trẽn các cạnh bẽn AD, BC cho 
các dỉểm M, N sao cho 

AM CN 
MD " NB 


Đường thẳng MN cắt dường chéo AC tại điểm p và cắt đường chéo 
BD tại điểm Q. 

Chứng minh MP ss NQ. 

GIẢI (vắn tát) 


Qua M kẻ đường thẳng song song với đáy AB, cắt BC ở K, BD 
ồ F và AC ở E. Ta có 



KB AM CN 

CK ” MD ■ NB 

Đặt KN = a. Dễ thấy 
KE = FM, đặt KE = c 

Áp đụng định lí 
Menelaus vào tam giác 
MNK với cát tuyến AC và 
sau đó vào tam giác MNK 
với cát tuyến BD, ta có 


NP 

c - EF b 1 

(1) 

PM ' 

c b - a 

NQ 

c b - a J 

(2) 

QM 

c - EF b 


Nhân (1) và (2) vế với vế, ta được: 


NQ 

QM 


PM 

NP 


=> PM --- NQ . 


► 
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§3. HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC VUÔNG 

Cho tam giác vuông ABC: 

Ẫ = 90°, 

BC = a, AB = c, 

AC = b; 

AH = h, BH = c\ 

CH = b’ 

Định lí 1 

A ABC vuông => c 2 = ac’; b 2 = ab’ 
r Định lí 2 (định lí Pythagore) 

A ABC vuông => a 2 = b 2 + c 2 
Định lí 3 (định lí đảo của định lí Pythagore) 
a 2 = b 2 + c 2 => A ABC vuông 
Tóm tắt định lí 2 và 3: 

A ABC vuông a 2 = b 2 + c 2 

. Định II 4 

A ABC vuông => bc = ah 

Định lí 5 

A ABC vuông h 2 = b’.c' 

Định lí 6 

111 
A ABC vuông => 2 b 2 + c ‘2 
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CHU Y: 

1 Định It 3 (định lí Pythagore đảo) cho ta một cách để chủng minh một 
tam giác là vuông, cũng là cách để chung minh hai đường thảng vuông góc 
với nhau. 

2 Ta dề dàng chứng minh được định li díìo của định li 5. nghĩa là 

h 2 = b' c' =* ủ ABC vuông 

và điều này cũng thường được sử dụng để chứng minh một tam giác là vuông. 

3. Định lí 6 giúp ta tính dược dường cao thuộc cạnh huyền khí đã biết 
hai cạnh góc vuông của một tam giác vuông. 

Bài 221 

Phát biểu mệnh để đảo của định lí 1. Mệnh để này có đúng không? 
Chứng minh. Từ dó nêu lên một dấu hiệu nhận biết tam giác vuông? 

GỌI Ỷ: 

Mệnh đề đảo của định lí 1: “Nếu trong một tam giác, bình phương của 
một cạnh (cạnh thứ nhất) bằng.tich của một cạnh thứ hai với hình chiếu 
của cạnh thứ nhất trên nó thi tam giác ấy là một tam giác vuông”. 

Sử dụng tam giác đồng dạng để chứng minh. 


Bải 222 I 

Cho trước hai đoạn thẳng m, n. Dựng đoạn thẳng X thỏa mãn hệ 

thức 


X 2 = m.n 

(x gọl là đoạn trung bình nhân của hai đoạn thẳng m, n). 
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IU 



hay X 2 = m.n, với AF = X. 


Cách ỉ: 

Trên một đường tháng đặt 

liên tiếp hai đoạn thẳng BH = m 

và HC = n. Gọi I là trung điểm 

của BC. Dựng đường thắng vuông 

góc với BC tại H và dựng một cung 

. BC , 

tròn tâm I, bán kính , căt 

đường thẳng Hy ở A. A ABC vuông 

vì có trung tuyến AI bằng — cạnh 
huyền BC. Vậy AH 2 = BH.HC 


Cách 2: 


Trên một dường thẳng ta đặt 
một đoạn BC = m. Lấy một điểm 
H thuộc BC sao cho CH = n. Dựng 
đường Hy vuông góc với BC. Gọi 
I là trung điểm của BC. Lấy ỉ làm 
nw ’ BC 

tâm quay cung tròn bán kính , 
cắt Hy ở A, ủ ABC vuông vì trung 

tuyến AI = — BC. 


IU 


n 



Ta có AC = X vì AC 2 = BC.CH = m.n 


Bài 223 I 

Cho một hình vuông ABCD. Qua đỉnh A ta kẻ một cát tuyến bât kì, 
cắt các cạnh BC và CD (hoặc phẩn kéo dài của chúng) tại các điểm E, 
F. Chứng minh hệ thức: 

1 1 1 
AB 2 = AE 2 AF 2 


► 
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GỢI Y: 

Hãy nhớ đến công thửc 


1 1 1 



để tỉm cách có được một tam giác 
vuông trong đó AB là đường cao, AF\ 
AE là các cạnh góc vuông. 

{với AF' = AF). 



1 Bài 224 Ị 

Cho tam giác ABC, đỉnh ià A. Từ B và c ta kẻ đường cao BD và 
CH. Chứng minh hệ thức: 

3BD 2 + 2AD 2 + CH 2 = AB 2 + BC 2 + CA 2 . 


► 


I Bải 225 

Cho hình vuông ABCD. Trên tia BC ta lấy một điểm M (M nằm ngoài 
đoạn BC) và trên tia CD lấy một điểm N (N nằm ngoải đoạn CD) sao 
cho ta có DN s BM. Đường vuông góc vói MA tại M và đường vuông 

góc VỚI NA tại N cắt nhau ở F. Chứng 
minh CF vuông góc với CA. 

GỢI Ý: . 


! Ẩ\ 

[ s ✓ 1 s 

c t\Dĩir“"'^ N 



Cách 1: 

Xem bài 130 
Cách 2: 

Chứng minh MA = NA và 
MN 2 = MA 2 + NA 2 để suy ra AMFN 
là hình vuông, sau đó chứng minh F 
nằm trên phân giác góc NCM. 
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Bàí 226 

Cho hai tam giác vuông ABC (vuông tại A) và A’B’C’ (vuông tại A ) 
đổng dạng với nhau. Giả sử: 

BC = a AB = e ÃC = b 

B’C’ = a’ A’B’ = c’ A’C’ = b' 

Chứng minh hệ thức: 

aa’ = bb’ + cc’ 

Phát biểu thành một tính chất của hai tam giác vuông đổng dạng. 4 
Bài 227 

Cho tam giác ABC vuông tại A (AC > AB). Từ trung diểm I của cạnh 
AC ta kẻ đường ỈD vuông gỏc với cạnh huyền BC. 

Chứng minh hệ thức: 

BD 2 - CD 2 = AB 2 


GỢI Ý: 


Cách 1: 

Xuất phát từ hệ thức BD = BC - CD 


Cách 2: 


Xuất phát từ kết luận BD 2 - CD 2 = AB 2 

với chú ý HD = DC. 

CHÚ Ý: Các bạn suy nghĩ xem ta 
sử dụng giả thiết AC > AB ở chỗ nào? 

Nếu không có giả thiết này thi sao? 



H D c 
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Làm diều giấy 


► 



Một người dự định làm một 
con diểu bằng giấy, hình dáng 
và kích thước như hình vẽ bẽn. 

1. Hãy tính kích thước của 
các thanh tre AB, CD (dùng dể 
làm “xương” của diều) 

2. Diều có thể cểt ra từ 
hình chữ nhật MNPQ hoặc hình 
chữ nhật BDHK. Nên cắt kiểu 
nào thì tiết kiệm giấy hơn? Vì 
sao? 


• PYTHAGORE VÀ ĐỊNH LÍ PYTHAGORE 


Những thông tin về cuộc đời và sự nghiệp Khoa học của 
pythagore hiện nay còn lại rất ít. 



Người ta chỉ biết rằng ông sinh 
vào khoảng năm 580 trước Công 
nguyên tại Samos, một hòn đảo 
buôn bán giàu có ở Hi Lạp. Thời 
trai trẻ, ông đã từng đi du lịch 
nhiều nơi, đã đến Ai Cập, Babilon, 
thậm chí còn sang tận Ân Độ tiếp 
xúc với nền văn hóa Hindu cổ đại. 

Khoảng năm 532 trước Công 
nguyên, ông trở về Crotone mở 
trường dạy học và lập nên trường 
phái Pythagore nối tiếng trong lịch 
sứ. Có thế coi trường phái 
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Pythagore là một “Viện Hàn lăm" thời cô đại, ớ đó ông ưà 
các học trò cứa ông nghiên cứu Triết học, Khoa học tự nhiên, 
Ám nhục, Toán học ưà cá làm các nghi lẽ tôn giáo, về toán 
học, Pythagore và các học trờ của ông đặc biệt quan tâm đên 
hình học và số học. Người ta kế rằng trước phòng học, ông 
cho treo biển: “Ai không biết Hình học thì không được vào 
đây” và trước khi học, mọi người đều phải đọc câu: “Hăy ban 
ơn cho tôi, hỡi các con số thần linh đã sáng tạo ra Vù trụ”. 

Các kết quả nghiên cứu của ông và các học trò rất to lớn 
và độc đáo nhưng do quy định của ông là chỉ được truyền 
khẩu trong nội bộ và nếu có viết ra thì khỉ chết phải đem 
đốt đi, cho nên rất nhiều công trình bị thất lạc, không còn 
lại đến ngày nay. 

Định lí Pythagore, như nhậ thiên vãn học và toán học 
nổi tiếng người Đức là J. Képler đã đánh giá là một trong 
hai báu vật của hình học, không những quan trọng đối với 
toán học mà còn có ý nghĩa đối với các môn khoa học khác, 
đối với đời sống hàng ngày. Mặt khác, những bài toán xung 
quanh định lí pythagore, như việc tìm bộ ba số Pythagore, 
tức là tìm ba số 
nguyên X, y, z 
thỏa mãn 
phương trình 
X 2 + y 2 - z 2 , là 
một lĩnh vực hấp 
dẫn đổi với nhiều 
nhà toán học và 
củng đã đóng góp 
to lớn cho sự phát 
trịển của số học 
nói riêng và của 
toán học nói 
chung. 
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CÁC CHỨNG MINH ĐỊNH LÍ PYTHAGORE 


Từ thời cố dại, người Trung Quốc, người Ai. Cập, người 
Hi Lạp, người An Độ đã từng sứ dụng và chứng minh định 
lí Pythagorc. Các chứng minh của họ, phẩn lớn dựa vào cách 
cắt và ghcp hình. Cho đến nay đã có hàng trăm cách chủng 
/ninh định lí này. Nhà toán học Hoa Kỉ Elisha Scott đã tập 
hợp được tát cả 367 cách chứng minh khác nhau của định 
lí Pythagore. Điều thú vị là việc tìm tòi chửng mình định lí 
này không những thu hút sự quan tâm của các nhà toán học 
mà còn là nguồn cảm hứng của rất nhiều người yêu thích môn 
toán, từ những người nối tiếng như họa sĩ thiên tài Leonardo 
da Vinci, đèn cá những người lao động bình thường, như nhà 
buôn H.Perigal. 

Sau đây là một vài chứng minh. 

i. Chứng minh của Euclide 


i 



Trong quyến “Nguyên 
li” nổi tiếng cua ông, 
Euclỉdc đá nêu ra và 
chứng minh bài toán sau: 

“Giả sử tam giác 
vuông ABC, có góc A 
vuông, tôi khẳng định diện 
tích hình vuông dựhg trcn, 
cạnh BC bàng tọỹíg -diện 
tích hai hình vuông dựng 
trên các cạnh AB và AC”. 

Thật vậy, kẻ AKII BI 

Dễ thấy: 


A ABI = á FBC 
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S ABI * S FBC n> 

Do AK n BI nên tam giác AB1 và hình chừ nhật BJKI 
có cùng đường cao và có Háy Bỉ chung nên 

S ABl = -^ S BJKJ (2) 

Ta có ba điểm c, A, G thẳng hàng cho ta CG // BF. Tam 
giác FBC và hình vuông ABGF có cùng đáy BF và đường cao 
bàng nhau nôn 

SpBC - $ABFG (3) 

Từ (1), (2), (3) suy ra 

S ABFG = S BJKI (4) 

Chứng minh tương tự, ta có ' 

S ACDE = S JKHC <5) 

Từ (4) và (5) cho ta 

S ABFG + S ACDE = S BCHI (đ P cm) - 

Cách chứng minh' này đã được Euclide đưa ra cách đây 
trẽn 2000 năm. 

2. Chứng minh của người 
Trung Quốc 

“Chu bể toán kinh ” là quyến 
sách toán cổ đại của Trung Quốc, 
có thể dã xuất hiện vào thê kí thứ 
12 trước Công nguyên, dưới dạng 
đối thoại giữa hai nhân vật là Chu 
Công và Thương Cao. Thong sách 
đã trình bày các vấn đề về thiên 
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vùn. các tính chất cứa phân số và các kiên thức vế tam giác 
vuông. Hỉnh vẽ trên đây minh họa cho định lí Pythagore và 
cách chứng minh định li. 

3. Chứng minh của người Ân Độ 

Điều đặc biệt trong các chứng minh của các nhà toán học 
An Độ là không viết thành lời mà chỉ vẽ hỉnh yò ghi bên 
cạnh hai chữ: “Xem đây”. 




Hình a) là chứng minh của nhà triết học, nhà vật lí học, 
nhà toán học Ấn Độ Tabit - ibn - Qorra (826 - 901). 

Hình b) là chứng minh của Bhãskara. 

Dễ thấy ta có bốn tam giác vuông, mỗi hỉnh có diện tích 

là -~ub 
2 

Diện tích hỉnh vuông nhỏ là (a - b) 2 
Diện tích hình vuông lớn là c 2 
Rỏ ràng 

c 2 = Ị±y (a -b) 2 =a 2 + b 2 . 

Bhăskara là nhà toán học Ân Độ, sống vào khoảng 
1114 - 1185. Một trong những tác phẩm chứ yểu cúa ông là 
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quyến Lilàvati, trong đó trinh bày những kiến thúc toán học 
chú yểu của người Àn Độ. Điểu độc đáo là tên quyến sách 
toán này - Lilãvati, tiếng tìindu nghĩa là “Cái đẹp” - lại là 
tên của một thiếu nữ. Chuyện kế rằng Lilãvati là cô con gái 
duy nhất và xinh đẹp của Bhãskara. Nàng được các vì tinh 
tú-báo trước là sẽ gặp điểu bất hạnh nếu không làm lễ cưới 
vào một giờ đã định. Tới ngày ấy, Lilăvati trang điểm lộng 
lầy, lo lắng và hồi hộp ngồi đếm từng giọt nước nhỏ xuống 
trong chiếc đồng hồ để trước mặt. 

Sắp đến giờ tốt lành đã định, bỗng một cơn gió mạnh 
thổi qua làm cho viên ngọc bích đính trên chiếc khăn đội đầu 
của nàng rơi ra, chui vào đồng hồ và bịt mát lỗ nước xuông... 
Thế là giây phút may mắn đã trôi qua một cách nghiệt ngã... 

Để an ủi người con gái 
bất hạnh Bhãskara đã lấy 
tên con đặt cho một tác 
phẩm nổi tiếng của mình! 

4. Chứng minh của 
Leonardo da Vinci 

Leonardo da Vinci 
(1452 - 1519) là một nhà 
bác học Ý, một họa sĩ thiên 
tài, tác giả của bức danh 
họa La Joconde. Ông đã 
chứng minh định lí 
Pythagore bàng cách cắt 
ghép hình như hình bên. 

5. Chứng minh của H. Perigcd 

H. Perigallà một nhà buôn và thiên văn nghiệp dư ở Luân 
Đôn (nước Anh). Năm 1830, ông đã tìm ra một cách chứng 
mÌỊih định lí Pythagore dựa trên một cách cắt ghép hình độc 
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đáo: cắt hình vuông 
cạnh h theo dường 
MN (qua tâm o cua 
hình vuông và nong 
song với cạnh c) và 
đường PQ 1 MN; 
ghẻp bốn mánh có 
được vào hình vuông 
cạnh a, được hình 
vuông cạnh c. Hứng 
thú với điều tìm tòi 
đó, Perỉgal đá cho ỉn 
hình vẽ trên đày len 
danh thiếp cứa 
mình! 

6. Chứng minh của J. Gạrfịeld 

J.Garfield (183 ĩ - 1881) là tổng thống thứ 20 của Hoa 
Kỉ. Trước khi được bầu tổng thống, ông đã tìm ra một cách 
chứng minh định lí Pythagore bằng cách vẽ một hình thang 

vuông như hình bèn, rồi tính diện tích 
hình thang theo hai cách: 

, , ,. a + 6 , , | c 2 

(a + b) ■ —— và ạb + ——. 

2 2 

7. Một chứng minh đơn giản mà 
sâu sắc 

Vẽ đường cao AH của tam giác 
vuông ABC. Ba tam giác ABC, HCA và 
HBA đồng dạng, nên các diện tích Sj, 
Sp S 3 của chúng ti lệ với bình phương 
các cạnh tương ứng: 


a 
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s l = kơ 2 . s., = kb~, 

S 3 - ^ / 


Mà S Ị - s ọ + s ;r do đó / 

ka~ = kb~ + kc~, ỵ 

\h 

suy ra a 2 = b 2 + c 2 (đpcín). „/ 


B ỉ 

Chưng minh trên đây 
ẩn dấu những ý tưởng sâu 

ỉ a 


sắc (dã có từ Eucỉidc!): trước hết, chứ ý ràng các hình vuông 
là các hình đồng dạng với nhau, ta nghĩ đến việc mở rộng 
định lí Pythagore: 

“Nếu trẽn ba cạnh của một tam giác vuông ta dựng nlrĩng 
•' đa giác đồng dạng với nhau thì diện tích đa giác dựng trên 
cạnh huyền .bàng tống diện tích các đa giác dựng trên hai 
cạnh góc vuông”. 

Ta lại xét một trường hợp đặc biệt thật đơn giản: kẻ đường 
cao AH cứa tam giác vuông ABC, ta có ba tam giác đồng dạng 
dựng trên ba cạnh là ABC (dựng trên BC), HCA (dựng trên 
CA) và HBA (dựng trẽn BA) với 

S ARC = S HCA + S HBA 

và tử đây suy ra được định ỉ í Pythagorc như đã chứng minh 
ớ trên. 

PAPPUS MỞ RỘNG ĐỊNH LÍ PYTHAGORE 

Eappus, nhà toán học Hi Lạp, sống yậọ khoảng năm 300 (sau 
Công nguyên) người đả bình giải quyển “Nguyên lí” của Euclide, đã 
đưa ra bài toán sau: . 
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I Bài 228 Ị 

Cho tam giác ABC là một tam giác bất kì. Dựng trên cạnh AB và 
AC các hỉnh bình hành bất kì ABDE; ACFG. Gọi H là giao điểm của DE 
và FG. Dựng trên cạnh BC hình bình hành BCML với CM và BL song 
song và bằng HA. Chứng minh: 

S BCML = S AĐDE + S ACFG 

Hướng dẫn: 

Gọi p là giao điểm của LB với DH và Q là giao điểm của MC với FH. 

Hai hinh bình hành ABDE và ABPH cỏ cạnh đáy bằng nhau và chiểu 
cao bằng nhau nên: 

S ABDE * S ABPH 

Hai hỉnh binh hành ABP*H và 
BUI cũng có cạnh đáy bằng nhau 
và chiểu cao bằng nhau, cho ta 


H 



q _ q 

^ABPH “ °BLJI 

Tương tự, ta có 

S ACFG = S CMJI 

** S ABPH + S ACFG = S BLJI + S CMJt 

^ S ABPH + S ACFG = S BCML 

NHÀN XÉT: Bây giờ ta thừ xét một 
trường hợp đặc biệt khi ABC là tam 
giác vuông đỉnh A và ABDE, ACFG, 
BCML là các hình vuông dựng trên 
ba cạnh AB, AC, BC. 


Ta chỉ cần chỉ ra rằng với các giả thiết này thỉ bài toán thỏa mãn các 
điổu kiện của định ỉí Pappus. Thật vậy dễ thấy hai tam giảc vuông AEH 
và BAC bằng nhau, cho ta 
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HA = BC hay BL = HA 

/N /\ 

Ta cũng có B = A, 
mà A, + A ? = 90° 

Suy ra A ? + B = 90° 

=> ẤÍb = Ô0 ° 
hay HI 1 BC 
cho ta BL // HA. 

Áp dụng định lí Pappus, 
ta có 

S BCML = S ABDE + S ACFG 

Như vậy, định lj Pappus 
la sụ mỏ rộng của định lí 
pythagore. 



Bải 229 

Định lí Tabit Ibn Qorra 

Trong tam giác ABC, nếu lấy trên cạnh BC hai điểm B\ C’ sao cho 
ẤBÌ3 = Ẩ?c = Ẵ 


thì ta có hệ thức 

AB 2 + AC 2 = BC(BB’ + cc*). 


r 


GỢI *: 

Sử dụng các kiến thức vế tam giác dồng dạng. 

CHÚ Ý: Các bạn hãy thử lại dể thấy rằng khi Ầ = 90° thi ta được định 
lí pythagore. 

Định lí Tabit - Ibn Qorra tổng quát hơn định li pythagore! 
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• HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC BẤT KÌ 


1. Bình phương của một cạnh đối diện với góc nhọn 


Định lí 1: Trong một tam giác bất kì, bình phương của một 
cạnh đối diện với một góc nhọn bàng tống bình phương của 
hai cạnh kia trừ đi hai lẩn tích của một trong hai cạnh ấy 
với hình chiểu của cạnh còn lại trên nó. 

Chứng minh 

/\ 

Giả sử A là góc nhọn. 



Gọi AH là hình chiếu của cạnh AC 
trên cạnh AB. 

Ta phải chứng minh hệ thức: 

BC 2 = AB 2 + AC 2 - 2AB.AH (1) 


Trong tam giác vuông BHC ta có: 

BC 2 = BH 2 + HC 2 (a) 

Trong tam giác vuông AHC ta có 

HC 2 = AC 2 - AH 2 (b) 

Vỉ góc A nhọn, ncn H và B nấm cúng phía doi với điểm 
A nên ta luôn lỉ/ón có 


Btì = \AB - AH\ => BH 2 = AB 2 + AH 2 - 2AB.AH (c) 


Thay (b) và (c) vào (a) ta có (ì). 

2. Bình phương một cạnh đối diện với góc tù 

Đfr*h lí 2: Trong một tam giác có góc tủ, bình phương của 
cạnh đối diện vởi góc tù bàng tổng các bỉnh phương của hai 
cạnh kia cộng với hai lần tích của một trong hai cạnh ấy với 
hình chiêu của cạnh còn lại trên nỏ. 
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GỢI Ý CHỨNG MINH: 

Tương tụ với chứng minh 
định li 1. 

/\ 

LƯU ý vi A là góc tù nên H 
và B ỏ vé hai phía đối vổi A và 
ta có BH = AH + AB 

Kết quả 

BC 2 = AB 2 + AC 2 + 2AB.AH (2) 

3. Chú ỷ 

a) Ta có thể chứng minh các mệnh để đảo, nghĩa là nếu 

hệ thức (1) được thỏa thì A là góc nhọn, nếu (2) được thảo- 
’ A _ ■ 

thỉ A là góc tù. 

b) Tóm lại ta cỏ kết luận: 

Ẵ < 90° <=> BC 2 = AB 2 + AC 2 ~ 2AB.AH 
Ẵ = 90° « BC 2 = AB 2 + AC 2 
A > 9(f <=> BC 2 = AB 2 + AC 2 + 2AB.AH 

Bài 230 

Cho tam giác ABC. Gọi M tà trung điểm cạnh BC, H tà chân đưòng 
cao AH. 

Chứng minh các hệ thức: 


AB 2 + AC 2 = 2.AM 2 + 

(3) 

2 

IAB 2 - AC 2 ! 3 2.BC.MH 

(4) 


tì ỉ AI 

Giả sứ AB > AC. ta có ngay 


I! 


A/ 




Scan by chihao.inío 


A 



M ] > 90°, M 2 < 90° 

Áp dụng hệ thức lượng trong tam 
giác vào các tam giác AMB. AMC, ta 
có: 

M 1 > 90° =* AB 2 = AM 2 + BM 2 + 
+ 2.BM.MH (1) 

M 2 < 90° => AC 2 = AM 2 + CM 2 - 
- 2.CM.MH (2) 


Cộng (1) và (2) vế với vế và chú ý rằng: 


BM = CM = 

2 


9> 


ta suy ra AB 2 + AC 2 = 2AM 2 + - 

2 

Trừ (1) và (2) vế với vế và với chú ý trên, ta có: 

AB 2 - AC 2 = 2BC.MH 

CHÚ Ý: 

Bq2 

Từ hệ thức AB 2 + AC 2 = 2AM 2 + —-— ta suy ra được một còng thức 
. . . " , .. . ' 2 . . 
đế tính đường trung tuyến của một tam giác theo ba cạnh: 

am 2 2(AB 2 +AC 2 )-BC 2 
4 

Bài 231 

Gọi a, b, c là độ dài các cạnh của một tam giác và m a , m b , m c lần 
lượt là dộ dài của các trung tuyến tương ứng vớỉ các cạnh ấy. 

Chứng minh hệ thức: 

_2 2 2 3 2 L .2 ^ _ 2 \ 

m a + m. + m c (8 + D + c ) 

D ị 
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Bài 232 Ị 

Cho tứ giác ABCD. Gọi I và J là các trung điểm cùa các dường chéo 
AC và BD. 

a) Chứng minh hệ thức: 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 = AC 2 + BD 2 + 4IJ 2 . 

b) Từ kết quả trên, chứng minh định lí: 

“Điều kiện cần và đủ dể tứ giác ABCD là một hình bình hành là 
tổng các bình phương của các cạnh bẽn bằng tổng các bình phương 
của các đường chéo”. 


GỢI Ý: 

a) Áp dụng hệ thức (3) vào các tam 
giác ABC và ADC, trong dó BI, DI là các 
trung tuyến. Sau đó tiếp tục áp dụng vào 
tam giác BID, trong đó IJ là trung tuyến. 

b) Chú ý rằng ABCD là hình bình hành 
khi và chỉ khi I s J, tức là IJ ss 0. 

Khai thác bài toán: Nếu tứ giác ABCD 
là hình thang (AB// CD) thỉ hệ thức trên sẽ 
có dạng như thế nào? 



aợi Ý: Chứng minh hệ thức 

AC 2 + BD 2 = AD 2 + BC 2 + 2AB . CD 


Bài 233 

Chứng minh rằng diều kỉện cần và đủ để tứ giác ABCD có hal đường 
chéo vuông góc VỚI nhau là hệ thức sau dãy được thỏa: 
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Bài 234 

Cho tam giác ABC có AB = 3cm, AC = 4cm và góc A có sô đo thay 
đổi. Hãy tìm tất cả các tam giác ABC như vậy sao cho cạnh BC có số 
đo là một số tự nhiên. Hãy xác định các giá trị của BC để ta có các 
trường hợp: 

Ẵ s 90°; A < 90°; A > 90°. 

GỢI Ý: 

Ta cần có điều kiện AB + AC > BC > AC - AB 
hay 7 > BC > 1 

Vậy có 5 tam giác thỏa mãn điểu kiện, ứng với BC nhận các giá trị 
2, 3, 4, 5, 6 (cm) 

Với BC = 5 (cm) thỉ ta có: 

BC 2 = 25; AB 2 + AC 2 = 3 2 + 4 2 = 25 

Vậy BC 2 = AB 2 + AC 2 cho ta A = 90° 

A 

A < 90° =* BC < 5. Vậy BC phải lấy các giá trị 2 hoặc 3, hoặc 4 (cm) 

A > 90° => BC > 5 hay BC = 6 (cm). 

Bài 235 

Cho hình bình hành ABCD và M là một điểm bất kì. 

Chứng minh rằng: 

(MA 2 + MC 2 ) - (MB 2 + MD 2 ) = k. 
trong đó k là một số không dổi. 

Trong trường hợp nào thì k = 0? 

GỢI Ý: 

- Áp dụng công thức (3) trên đây. 

- Khi ABCD là hình chữ nhật. 


258 




Scan by chihao.info 


I Bài 236 ị 

Cho một tam giác ABC vuông tại A. Ta dựng trẽn mỗi cạnh và về 
phía ngoài của tam giác các hình vuông AB1H, ACFG, BCED. 


a) Chứng minh rằng các tam giác ABC, AGH, BID, CFE có diện tích 
bằng nhau. 


(ì 



b) Chứng minh rằng tổng bỉnh 
phương các cạnh của hình ỉục giác 
DEFGHi bằng 8 lần bình phương cạnh 
huyén của tam giác ABC. 

GỢl ý: 

b) Áp dụng hệ thức lượng trong tam 
giác vuông AHG; hệ thức lượng ỉrong các 
tam giác IBF, ECF (chú ý độ lớn các góc 
IBF, ECF) 

Hệ thức phải chứng minh là: 


DE 2 + EF 2 + FG 2 + GH 2 + HI 2 + !D 2 = 8BC 2 . 


Bài 237 

a) Chứng minh rằng tổng các bình phương các khoảng cách từ một 
diểm bất kỳ trong mặt phẳng đến hai đỉnh đối diện của hình chữ nhật 
là bằng nhau. 


b) Trên các cạnh của tam giác 
ABC, người ta dựng các hình chữ nhật 
ABb’a~ BCC 1 B 2 , CAA 2 C 2 (vể phía 
ngoài tàm giác). Chứng minh rằng các 
dường trung trực của các đoạn thẳng 
A 1 A 2 , B^, C,C 2 đống quy. 

GỢl ý: 

a) Áp dựng hệ thức (3) vào các tam 
giác PDB. PAC để chửng minh 


p 
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PA 2 + PC 2 = PD 2 + PB 2 

b) Hãy nghĩ đến việc áp dụng 
kết quả của câu trên. Gọi p là giao 
điểm của hai dường trung trực của 
A,A 2 và B,B a . Chứng minh p cũng 
nằm trẽn đường trung trực của 
đoạn thẳng C,C 2 . 



§4. TỶ SỐ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC NHỌN 


1. Định nghĩa 



2. Tính chất 
Tính chết tăng gỉảm 

c<2 > a l =* 


BAC = a , 0° < a < 90° 

AC 

cosa - —— 

AB 

BC 

sina = 

BC AC 

•tga = ^ ; cotga = 

Rõ ràng cosa < 1 , sina < 1 

cosa 2 < cosai ; 
sina 2 > sinaj ; 
tga 2 > tgax ; 
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Ti số lượng giác của haỉ góc phụ nhau 

sin a = cos ị3 


a + p = 90° 


sin (3 = cosa 


3. Một vài hệ thức cơ bản 

sin 2 cx + cos 2 oc = 1 

sina 


tga 

cotga = 


cosa 

1 

tga 


Bài 238 


Chứng minh cốc hệ thức 


a) tg 2 a + 1 = 


cos 2 a 


b) cotg 2 a + 1 = 2 

sin a 


aợi Ỷ: 

Sử dụng các hệ thức cơ bản. 

Bài 239 

12 

Cho biết slna = — 

13 

Tính cosa, tga, cotga 
Bải 240 

Chứng minh hệ thức: 

cos 2 a - cos 2 P = sln 2 p - sln 2 a = —- " 

tg 2 a + 1 tg z p + 1 
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Bài 241 I 

Đơn giản biểu thức 

. 1 - 2sinacosa 

A = ———- 

sin 2 a- cos 2 a 

Bài 242 

Cho tam giác ABC, vuông ở A; đường cao AH. sử dụng định nghĩa 
tỉ sổ lượng giác dể thử lại các hệ thức 

AB 2 = BH. BC ; AH 2 = BH.CH 

Bài 243 

Chứng minh các hệ thức: 

1. tg 2 a - sin 2 a = tg 2 a . sin 2 a 

1-sina cosa 

2 . -= - : — 

cosa 1 + sina 

3. sin 2 acos 2 p - sin 2 |3cos 2 a = (sỉna + sinp) (sina - slnp) 

Bải 244 

Chứng minh các hệ thức sau đây không phụ thuộc vào a 

1. A = 3 (sin 4 a + cos 4 a) - 2 (sln 6 a + cos 6 a) 

2. B = sln 6 a + cos 6 a + 3sin 2 acos 2 a. 

GỢI Ý: 

Đặt sin 2 a = u, cos 2 a = V 

Sử dụng các hệ thức cơ bản và các hằng đằng thức, kết quả 
A = 1 
B = 1 
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sử DỤNG MÁY TÍNH Bỏ TÚI ĐỂ tìm giá trị 
CÁC TỈ SỐ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC 

1. Tính tỉ số lượng giác 

Ví dụ ỉ: Tìm sin 40°. 12' 

Trước hết ta đổi 12' theo hệ thập phân: 



/ 2 f 

tức là sin 40° 12' = sin 40° J 

= sin (40,2)°. 

Ta thực hiện các bước sau: 

_ Truy xuất số 40,2 lên màn hình. 

- Ấn nút Sin , ta đọc trên màn hình số 0,64547687 

- Làm tròn sô, chỉ giữ lại bôn chữ số có nghĩa. 

Kết quả sin 40°. 12’ = 0,6455. 

Ví dụ 2: Tìm tg 25°. 12' 

Ta có tg25°.12' = tg (25,2)° 

_ Truy xuất số 25,2 lên màn hình. 

_ Ấn nút Tan . Màn hình xuất hiện số 0,470564281. Làm 
tròn số ta được kết quả: 

tg25°.12' = 0,4706. 

2. Tìm số đo góc khi biết tỉ số lượng giác 

Ví dụ: Tìm góc X, biết cosx = 0,1828. 
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Ta thực hiện các bước: 

- Truy xuất số 0,1828 lên màn hình 

- Ân nút 

- Ân nút 

Trên màn hình xuất hiện số 79.46710545 

- Làm tròn sô: 79.46. 

46.60 

- Đổi sang hệ 60: 0.46 = - "q" ■ - = 28 
Kết quả X - 79°.28'. 


2ndF 
Cos I 


Bài 245 

Trong các bài tập sau đây, các bạn hãy dựa vào tính chất của các 
tỉ số lượng giác dể glảỉ, sau dó sử dụng bảng lượng gỉác hoặc máy tính 
bỏ tủi dể kiểm tra lại kết luận. 

1. So sánh các tỉ số lượng giác: 

a) sin20° và sin70° ; 

b) cos80° và cos10° ; 

c) tg20° và tg50° ; 

d) sin36° và cos36° ; 

e) tg45° và cos45°. 

2. Sắp xếp các sô sau đâỵ theo thứ tự giảm: 

a) Sin21° ; cos42° ; COS72 0 ; sỉn29° ; cos13°. 

b) Sin50° ; cos50° ; tg50°. 
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HỆ THỨC GIỮA CÁC CẠNH VÀ 
GÓC CỦA TAM GIÁC VUÔNG 


Đinh lí: 



A ABC vuông tại đỉnh C: 
b = c.cosA ; a = c.cosB 
b = c.sinB ; a = c.sinA 
b = a tgB ; a = b.tgA. 


Bàỉ 246 


Cho tam giác ABC với hai dường cao BH và CK. Chứng minh rằng 
AB > AC =í> BH > CK 

GIẢI 

Trong tam giác vuông AHB 
ta có BH. = AB . sinA" 

Trong tam giác vuông AKC 
ta có CK = AC . sinA 
vì AB > AC và sin A > 0 nên 



A ^ in ệ ;.| >BH » CK 
CK ACsinA 

Bài 247 

1. Chứng minh định lí: 

“Diện tích một tam giác bằng một nửa tích của hai cạnh kề một góc 
nhọn nhân VỚI sỉn của góc ấy”. 

2. Áp dụng: 


265 




Scan by chihao.info 


Tính điện tích cùa tứ giác lổi ABCD, có đường chéo AC = m, 
BD s n và góc giữa hai đường chéo là a ; a < 90°. 


GỢI Ý: 


/s 

1. Tam giác ABC với A < 90°. Cần chứng minh 


2. Đáp SỐ: 


S ABC = 7 AB.AC.sinA 


’abcd ~ 2 


m . n sina. 


Bài 248 


Ba góc của một tam giác ABC đều nhọn và có độ lởn bằng a, p, 
Y ; các đường cao AH, BI, CK. 

Tinh ti số S H|K : S ABC . 


GỢI Ý: 

Ta CÓ: 



Q _ c _ c _ o _ c 
^HIK “ °ABC °AKI °BKH °CHI 

Áp dựng kết quả bài trên và định 
nghĩa các tỉ số lượng giác, tính 


Sạki . S BKH _ S CH | 
3 ABC s abc $ABC 


Kết quả: 


S HIK < _ 2.. _ 2o --- 2 . 


>ABC 


= 1 - cos « - cos /ỉ - cos y 
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Bài 249 


Bài toán đua thuyền 

Trong dịp Lễ hội kỉ niệm chiến thắng Bạch Đằng của Hưng Đạo vương 
Trán Quốc Tuấn, người ta tổ chức dua thuyền trên sông Bạch Đằng. 

ở đích đến, có haỉ ngươi quan sát s r S 2 quan sát hai thuyển A, B 
dang đi đến đích. Với máy do góc chính xác, người ta ghl nhận các sô 
liệu sau: 


-s^~~~ề A ~ẾếL~ 

—ĐÍCH h 

s, H s : 


S^B = 90' 


S^A = 80° 


S^B = 70' 


ÁS 1 S 2 = 80' 


Thử xem thuyền nào gẩn 
đích hơn, biết S,S 2 = 100 mét 

ỌỢI Ý: 

Ta có: A S^ASg cân, có góc 
dáy 80°. 


Kẻ AH 1 ; H là trung điểm của $,$ 2 . 

= tg80° => AH = 50 tg80° 

Tương tự 

BS 2 


S 1 S 2 


= tg70° =* BS 2 = 100 . tg70 c 


Tra bảng lượng giác để tính tg80° và 
tg70° và suy ra câu trả lời! 
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ÔN TẬP CHƯƠNG II 


I. ĐỊNH LÍ THALÈS THUẬN VÀ ĐẢO 

AB _ A'B' 

BC “ B'C' 


1 . a // b // c 


2. a H b và 


AB A'B' 
BC " B'C' 


(C và C’ cùng phía đối với b) 



=> a // b // c. 

II. TAM GIÁC ĐỒNG DẠNG 
1. A ABC </> A A’B’C’ 


. A A A A A /\. 

[ A = À', B = B', C = Ớ 
A'B' = B^C' _ C'A' 
đn 1 AB ■ BC CA 


2. Các trường hợp tam giác đổng dạng 


/*s /s /N 

a) A = A' và B = B 

/N /\ A 'Tỉ' 


b) A = A' và 


A'B' A'C' 


c) 


AB AC 
A'B' B'C' C'A' 


AB 


BC 


CA 


=> AA'B'C'^AABC 


III. HỆ THỨC LƯỢNG 
1. Trong tam giác vuông 



a 2 » b 2 + c 2 
c 2 = ac’ 
h 2 = b’c’ 
111 
h 2 b 2 + c 2 


r 
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2. Trong tam giác bất kì 

Ẵ < 90° : BC 2 = AB 2 + AC 2 - 2AB . AH 

Ẫ > 90° : BC 2 = AB 2 + AC 2 + 2AB . AH 

(AH là hình chiếu của AC trên AB). 

BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 

Bài 250 

Cho hình chữ nhật ABCD. Trên các cạnh AB, BC, CD, DA lấy các 
điểm M, N, p, Q sao cho 

AM BN CP DQ 1 

AB ~ BC CD DA 3 

a) Chứng minh rằng MNPQ là hình bình hành. 

b) Gọi I là giao đỉểm của AN và MP. 

IA 3 

Chứng minh: — = ■— 

AN 8 

GIẢI 

b) Gọi K là điểm thuộc AD và 
T là điểm thuộc CD sao cho 

AK = 4aD, DT = ^CD 
3 3 

Gọi R là giao điểm của MP với 
NK; s là giao điểm của MT với NK. 

Ta dễ dàng chứng minh được 
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NK // AB // CD và MT // AD. 

Xét hai tam giác đồng dạng IAM và INR ta có 


IA = AM 
IN " NR (1) 

Vì RS // PT nên: 

SR MS 1 
TP ~ MT ~ 3 


TP = -Ỉ-DC = ị AB. 
3 3 


Vậy SR = -ì- TP = ỉ AB 
3 9 


w 


Ta đã biết SN = — AB. Do vậy ta tính được: 
đ 


NR = SN - RS = AB 
Thay vào (1) ta có: 


IA _ AM 3 AB 3 

IN NR ~ 5 ■ 5 

— AB 
9 

Từ đây áp dụng tính chất của tỉ ỉệ thức ta suy ra được 

IA 3 
AN ~ 8 


NHẬN XẺT: 

Trong lời giải trên, giả thiết ABCD là hlnh chữ nhật được sử dụng ở 
đâu? Các bạn thử tim cách thay hình chữ nhật bằng một hình khác dể được 
một bài toán mới. 
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Ị Bài 251 Ị 

Cho một hình chữ nhật ABCD. Người ta lấy trên các cạnh AB, BC, 
CD, DA các điểm E, F, G, H sao cho: 

AE AH CF CG k 

AB AD " CB CD 

a) Chứng minh rằng tứ giác EFGH là hình bình hành. 

b) Chứng minh rằng khi tỉ số k thay đổi thì chu vl hlnh bình hành 
EFGH có gỉá trị không đổi. 

c) Tìm điểu kiện cho tứ giác ABCD để ta có EFGH là hình chữ nhật. 

Bài 252 

Trên các cạnh kéo dài của tam giác ABC ta lấy các đoạn AA’ = AB, 
BB’ = BC, CC’ = CA. Chứng minh rằng hai tam giác ABC và A’B’C’ có 
trọng tâm trùng nhau. 

aỢl Ý: 

Kẻ trung tuyến BN của ABC và trung tuyến A'M' của A'B’C’. Chứng 
minh giao điểm của BN và A'M' là trọng tâm của ABC và A’B’C'. 

G1ÁI 

Gọi G là giao điểm của trung tuyến BN của tam giác ABC và 
trung tuyến A’M’ của tam giác A’B’C’. 

BM’ là đường trung bình của 
tam giác B’C’C: 

CC' 

BM’ // CC’ và BM’ = 

=> BM’ // = AN => AB // M’N 


GN _ GM' _ M'N _ Ị_ 
GB " GA' " A'B 2 
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(theo hệ quả của định lí Thalès) 

Vậy G là trọng tâm của tam giác ABC và cũng là trọng tâm 
của tam giác A’B’C’, đpcm. 

Bài 253~ 

Cho một tam giác vuông OAB với OA = OB = a. M là một điểm bất 
kỳ trẽn AB, p và Q là các hình chiếu vuông góc cùa M lần lượt trên OA, 
OB. 

a) Chứng mỉnh rằng khl M di chuyển trên đoạn thẳng AB thì tổng 
MP + MQ không dổi. 

b) Tìm tập hợp trúng diểm s của PQ. 

c) Gọi I là trung điểm của AB. 

Hây $0 sánh các tam giác IOQ và IAP. 

Có thể nói gì về vai trò đoạn thẳng IS trong tam giác IPQ. 

Chứng minh rằng năm điểm I, Q, o, p, M cách dều một điểm cố 
định. 

MA 1 .. 

d) Cho • = •—. Tính theo a, độ dàl của doạn thắng MP, MQ, OM 

MB 3 

và PA, PB. 

Tính diện tích tứ giác IQOP. 

GỢl ý: 

b) s cũng là trung điểm của OM. 
Suy ra tập hợp s là đường trung bình 
CD của AAOB. 

c) AlOQ = AlAP 

A IPQ cân, vuông tại I. 

IS là trung tuyến, trung trực... của 
A IPQ. SI = SQ = SO = SP = SM 


B 
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MA 1 ,, PA 1 ‘ 

d) Khi = — thì — = — 

MB 3 PO 3 

a 3a a .3a 

PA = PO = — MP = MQ = -“ 

4 4 4 4 

1 

S|QOP = SịQ0 + S|OP ; S|QO = Ỵ^IBO = 7i" 

8*0 =4 

b lOP “ 4 ^iAO - 16 ' ữ IQOP 4 

Bải 254 

Cho tam giác ABC, Kẻ trung tuyến AD. Gọỉ M là trung điểm của đoạn 
thẳng AD. 

Kẻ BM. Tia BM cắt cạnh AC ở điểm p. Qua D kẻ dường song song 
với AC, cắt BP ở điểm p\ 

P'D PA AP 

a) Tính các tỉ số —-. — và — 

' PC PC AC 

b) Kẻ CM. Tỉa CM cắt AB ở Q. 

AQ PQ MP 

Tính các tỉ số —và —— 

AB BC AB 

c) Chứng minh các tam giác BAM, BMD, CAM, CMD có diện tích băng 
nhau và tính S MAP : S ẠBC 

GỢI Ý: 

a) Trước hết hãy chứng minh PA = P’D 

P'D 1 PA 1 AP _ 

Đáp sổ: -- = ~ “7 ~ 

PC 2 PC 2 AC 3 
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b) Kẻ thêm DQ’ // AB. Hãy chứng minh 
PQ // BC. 

AQ 1 PQ AP 1 
Dáp sô.' AB = 3 ; BC = AC = 3 

1 

c) Đáp số: — 

12 


Bài 255 

Cho hình thoi ABCD. Trên cạnh AB, từ điểm A ta lấy một độ dài 
AP 

AP sao cho —— = m và trên cạnh CD, từ điểm c ta lấy một độ dài CQ 
AB 
CQ 

sao cho = m với 0 < m < 1 . 

CD 

a) Xác định hình dạng các tứ giác DPBQ và AQCP. 

b) Các đường thẳng DA và QP cắt nhau tại một điểm I. 

IA 

Tính tỉ sô —. 

c) Cho m = Ỵ . Chứng minh rằng trong trường hợp này IB vuông 
góc với DB và tìm các trung tuyến cùa tam giác DIB. 

d) Điểm I di chuyển như thế nào 
khi m thay đổi từ 0 đến 1? 

GỢI Ý; 

a) Các tứ giác DPBQ và AQCP 
là những hình bình hành. 

b) Xét các tam giác đồng dạng 
IAP và IDQ. 

Ta có: 

IA mAB m , 

TT = < m * 1 )- 

ID AB(l-m) 1-m 
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r 

1 IA 1 

c) m = — => — = — => AI = AD = AB 

3 ID 2 

Vậy A IBD vuông tại B, p là trọng tâm củá tam giác IBD. 

d) Khi m = 0 thi I = A. 

Khi m -> 1 thì .điểm I chạy ra vô tận trên tia Ax. 

Bải 256 

Cho tứ giác ABCD. Gọi o là giao điểm của hai đường chéo AC và 
BD. Qua một điểm I trẽn dường chéo BD (I ở giữa o và B) ta kẻ một 
dường thẳng song song với dường chéo AC, cắt các cạnh AB, BC và 
phẩn kéo dài của các cạnh AD, DC ở p, Q, s, R. 

Chứng minh các hệ thức 

a) jp_JL b) I!L = J5_ _!?£ c) _ JQ 

; OA OB IS ID OB c IS “ IR 

d) Chứng minh rằng đường song song với AD kẻ qua điểm p và dường 
song song với CD kẻ qua dỉểm Q cắt nhau tại một điểm H thuộc dường 
chéo BD. 

GỢI Ý: 

a) Sử dụng định lí Thalès. 

b) Tính thêm tỉ lệ thức 

OA _ OD 
IS " 1d~ 

c) Hãy chứng minh: 

IQ IB OD 
IR ~ ID OB 

d) Giả sử đường song song với AD kẻ qua p cắt BD ở H, đường song 
song với DC kẻ qua o cắt BD ở H\ Chứng minh H s H\ 
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Bài 257 

Cho tam giác ABC. Một đường thẳng song song với cạnh đáy BC, 
cắt các cạnh bên AB, AC ỏ D và E sao cho DC 2 = BC. DE. 

a) Hãy so sánh các tam giác DEC và DBC; 

b) Hãy nêu cách dựng đoạn thẳng DE; 

c) Chứng minh các hệ thức: 

AD 2 = AC . AE 
AC 2 = AB . AD 

GỢI Ý: 

b) ẤCD = B 

c) Hãy sử dụng các tam giác đổng dạng. 

Bải 258 

Trên một dường thẳng A cho ba điểm A, D, B theo thứ tự ấy, sao 
cho AD = 2a và DB = a (a là một dộ dài cho trước), về cùng một phía 
dốỉ VỚI A, ta kẻ các đường Dx, Ay, Bz vuông góc với A. Gọi I là một đỉểm 
bất kỳ thuộc Dx. AI cắt Bz ở B’ và BI cắt Ay ở A\ 

a) Đặt DI = X. Tính AA’, BB’ theo a và X. 

b) A’B’ cắt AB tại điểm p. Tính BP. Có thể kết luận gì về điểm p? 

c) Có thê’ chọn dlểm I sao cho ta có A’B’ = 4a dược không? 

GỢI *: 

a) Xét các cặp tam giác đổng dạng 
AA'B và DIB 
BB'A và DIA 

3 

Kết quả AA’ = 3x ; BB' = — X 


A 
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b) Xét cặp tam giác đồng dạng BB'P 
và PAA’. 

Kết quả: AP = 3a, không phụ thuộc 
X, p là điểm cố định. 

c) Điểm I sẽ được xác định nếu ta 
biết một trong hai điểm A' hoặc B\ Nếu 
A'B' = 4a thi PB' = 4a. Từ đây suy ra cách 
xác định điểm B’ dể suy ra điểm I. 

Chú ý: Các bạn hãy suy nghĩ xem giả 
thiết Ay, Dx, Bz vuông góc với A được sử 
dụng như thế nào trong khi giải bài toán. 

Nếu ta thay điểu kiện Ay, Dx, Bz VI 
Ay // Dx // Bz thì có gì thay dổi trong các 
quả nhận dược từ cách giải? 

Bài 259 

Cho hình chữ nhật ABCD với AB = 2AD. Trên cạnh DC có một điểm 
E sào cho DC = 4DE; gọi o là giao điểm cùa AE và BD. 

Chứng minh AOD = 90°. 

OỢI Ỷ: 

Chứng minh các cặp tam giác saũ dây đống dạng 
A ABD </> A DAE 
A DAE <s> A ODA. 

Bài 260 

Cho tam giác ABC. Kẻ dường phân giác trong BI và đường phân 
giác ngoài BD của góc B. Từ I và D kẻ các dường song song vói BC, 
cắt AB tại M và N. Cho kiết MI = 12cm, BC = 20cm. 

a) Tính AB và MN. 

b) Từ c kẻ dường thẳng song song VỚI AB cắt BI ỏ E và BD ở F. 



ông góc vớỉ A bằng điếu kiện 
cách lập luận và trong các kết 
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Chứng minh rằng BI.IC = AI.IE 
CE = CF. 

GỢI Ỷ: 

a) Áp dụng định ií Thalès và 
định li vể tính chất đường phân giác. 

AB - 30cm 

MB = 12cm, NB = 60cm. 

Bài 261 


N 

A 

\ 

s \ 

V 



b. Trên tia DA ta đặt đoạn 
Nối FC cắt BD ở I và cắt 


Cho hình chữ nhật ABCD với AB = a, AD = 
AF = AB và trên tỉa BA ta đặt đoạn AE = AD. 
AB ở N. Nối EC cắt BD ở G và AD ở M. 

a) Chứng minh MD = BN. 


b) Tính dỉện tích da giác AMGIN. 

c) Chứng minh rằng diện tích da giác AMGIN bằng tổng diện tích 
các tam giác IBC và DGC. 


GỢI Ý: 

a) Hãy sử dụng các cặp tam giác 


r 



NBC và FDC 
MDC và EBC 
b) Hãy xuất phát từ: 

S AMGIN = ®AMCN - S GlC 

Kết quả: 

s - ab ^ 2 b2 + 4 fl b) 

AMGIN “ 2(a + 2b)(2a + b) 
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BÀI ÔN Tệp CUỐI NĂM 


I Bài 262 Ị 

Từ một hình tứ giác ABCD cho trước, hãy cắt ra một tam giác có 
dỉện tích lớn nhất. 

G1ÁI (vắn tắt) 

Tam giác phải tìm XYZ 
không thể có đỉnh ở trong tứ 
giác ABCD: nếu X ở trong ABCD 


(• 

" a>' 



hoặc S BYZ < S XYZ 

(dấu = khi AB // YZ) 

Như vậy, XYZ phải có tất cả 
các đính trùng với các đỉnh của 
ABCD. Chỉ còn so sánh diện tích 
4 tam giác được cắt ra theo hai 


thì kéo dài YX cắt cạnh (AB) 
của ABCD tại X’ thì ( h.a ) 

S XYZ > Sỵy Z 

Giả sử X ở trên cạnh (AB) 
của ABCD. Ta có thể dịch X về 
đỉnh A hay B và luôn có. ( h.b) 

Q > c 

°AYZ °XYZ 
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p c 


Đã có A ADE A ABC. Chỉ còn phải 
ghép ba mảnh BFDG. FCHE và GHE. 

• Bạn có thể tlm lại vl sao có cách 
cắt này, nghĩa là bạn hãy giải bài toán: 
“Hãy cắt một tam giác cho trước ra bốn 
mảnh sao cho có thể ghép các mảnh 
đó lại để được hai tam giác đổng dạng 
với tam giác đã cho". 


Bài 264 


Cho một tử giác ỉổi ABCD. Trên hai cạnh AB và CD cho các điểm 
M và N sao cho AM : MB = CN : NC. Gỉả sử AN và DM cắt nhau ồ p 
còn CM và BN cắt nhau ở Q. Chứng minh rằng diện tích của tứ giác 
MQNP bằng tổng các diện tích của tam giác APO và BCQ. 


Tinh s. 


= ( S MBD + S 8ND 


) Và s„ 
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GIÁI 



Do đó: 

n "1 

S BDM + S BDN “ S MBND = n S ABCD 


Tương tự: S MANC = Ỳ S ABCD 

Từ dó : S MBND + S MANC = S ABCD 
hay là S ABCD - S APD - Sg QC + S MQN p = S ABCD 

Su y ra S MQNP = S APD + S BQC’ đpcm ' 

Bài 265 

Cho tam giác ABC có cẳc dường trung tuyến AH và BG sao cho 
CÂH = CBG = 30° 

Chứng minh rằng ABC là tam giác dểu. 


G1ÁỈ 


A AHC * ủ BGC (A = B và c chung) 


- = ^777 (BC = 2HC; AC = 2GC) 

BC GC AC 


r 


281 




Scan by chihao.inío 


=-> BC = AC 

Tam giác AHC có CAH = 30° và 
CH = ~Y, do đó ẤHC = 90° và ACH = 60°. 

Suy ra ABC ỉà tam giác đều 
vì là tam giác cân có một góc 60°. 

Bài 266 

Cho tam giác ABC, các đường cao AA’, BB\ CC’ giao nhau tại trực 
tâm H. Gọỉ M, N, L lẩn lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB và 
p, Q, R lẩn lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AH, BH, CH. 

a) Chứng minh rằng các tứ giáo LQRN, PQMN, PRML là những hình 
chữ nhật có chung nhau một tâm là điểm I. 

b) Chứng minh rằng IA’ = IB’ = IC\ 

GỢI Ý: 

a) Sử dụng tính chất của đường trung bình và định nghĩa của hình chữ 
nhật. 

Chẳng hạn: 

NR // AH và NR = 4~AH 
2 



A 



LQ // AH và LQ = 4* AH 
2 

Suy ra LQRN là hìnhẠ)inh hành. 
Ta lại có NR // AH và QR // BC mà 
AH 1 BC nên NR 1 QR. 

Vậy LQRN là hình chữ nhật. 

Các trường hợp khác cũng 
tương tự. 
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b) Sừ dụng tính chát trung tuyến tương úng với cạnh huyén trong tam 
giác vuông. Chẳng hạn, trong ^ QB’N thì 

IB' = IQ = IN 

Các trường hợp khác chứng iminh tương tự. 

Chú ý: Từ các kết quả của hai câu a) và b) ta có: 

IA' = IB’ = IC' = IM = IN = 1L = IP = IQ = !R. 

Vậy. nếu ta iấy I làm tâm và quay một đường tròn bán kính IA’ thi đường 
tròn này di qua tất cả các điểm A\ B\ C\ M, N, L, p, Q, R. Do đó, ta có 
thể phát biểu được mệnh dề sau đây: 

Trong một tam giác ABC có trực tâm H, thì 9 điểm sau đây .nằm trên 
một dường tròn: 

- Ba diểm chân các dường cao. 

- Ba trung điểm của các cạnh. 

- Ba trung điểm của các đoạn thẳng AH, BH, CH. 

Đường tròn này thường được gọi là đường tròn chín điêm hay là đường 
tròn Euler (xem Để học tốt Toán 9 - Hình học). 

Người ta chứng minh được rằng tâm đường tròn Euler nằm trên dường 
thẳng Euler và là điểm chia đoạn thẳng GH theo tỉ số — (G là trọng tâm 
của tam giác): 

IG : IH = 1:3. 

Bài 267 

Cho một hình bình hành ABCD; K là giao dỉểm cùa hai dường chéo. 

Gọi M, N là trung điểm của các cạnh AD, BC. Các dường thẳng BM, 
DN cắt đường chéo AC tại các điểm p, Q. 

a) Hãy so sánh các đoạn thẳng AP, PQ, QC. 

b) Xác định hình dạng tứ giác MPNQ. 
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c) - Xác định tì số ~~ để cho tứ giác MPNQ là hình chữ nhật. 

V/U 

- Xác định góc ACD để cho tứ giác MPNQ là hình thoi. 

Tam giác ACD phải có tình chất gì dể tứ giác MPNQ lả hình vuông? 

Trong trường hợp này, tìm tì số diện tích của hình bình hành ABCD 
với diện tích hình vuông MPNQ. 

GỢI Ý: 

a) Kết quả AP = PQ = QC. 

b) MPNQ là hình bình hành. 

c) Để MPNQ là hình chữ nhật thì 



CA 

CD 


3 


Để MPNQ là hlnh thoi thi 
ACD = 90° 


MPNQ lả hình vuóng khi 



và ACD = 90°. 


S A8CD ; S MPNQ ~ 6 ' 


Ị Bài 268 

Cho một tam giác dểu ABC. Từ một điểm o thuộc mlển trong của 
tam giác, ta kẻ các đường song song MN VỚI BC, EO với AB, FK VỚI AC. 

Chứng minh rằng tổng 

MN + ED + FK 

không phụ thuộc vào vị trí điểm o. 


r 
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UỈAỈ (ván tắi) 


Cách 1: 

A AMN đều: MN = AM 

OEBM là hình bình hành: OE = MB 
OFAD là hình bình hành: OF = AD 
A DON đều: OD = DN 

OKCN là hình bình hành: OK = NC 



Cộng các dẳng thức trên vế với vế ta suy ra: 
MN + ED + FK = 2AB (Không dổi). 


Cách 2: 

Bài toán này về mặt hình vẽ và giả thiêt làm ta nhớ đến bài 
200. Do vậy, ta tìm cách sử dụng kết quả bài 200. Theo kết quả 
ấy, ta có: 


^F + |E + CN =1 (1) 

AB BC CA 


Tam giác ABC có MN // BC. Theo định lí Thalès: 


MN _ 

AN . 

BC ~ MN 

AC-AN 

BC 

AC => ' 

BC 

AC 


MN 

CN 

(2) 


1__ — -- 


BC 

CA 



KF 

AF 

(3) 

Tương tự, ta có 

• " AC AB 


ED BE 

(4) 


AB 

BC 



r 
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Cộng (2), (3), (4) vẻ với vẻ, và chú ý rằng AB = AC = BC, rối + 

so với (1) ta có: 

MN + ED + FK 

ỏ -——-= 1 

AB 

hay MN + ED + FK = 2AB. 

Kết hợp cả ba bài toán : 268, 200 và 120 ta cỏ bài toán: 

"Cho tam giác đếu ABC và một điểm o ở trong tam giác. Qua o ta kẻ 
các đường thẳng song song với các cạnh: 

MN song song với BC; 

ED song song với AB; 

FK song song với AC; 

và kẻ các đường vuông góc OI vuông góc với AB;- 
OJ vuông góc với AC; 

OH vuông góc với BC; 

thi các tổng sau đây không phụ thuộc vào vị trí của điểm O: 

a) OI + OJ + OH 

b) MN + ED + FK 

AF BE CN 
c AB + BC + CÀ* 

Bài 269 

Cho một tam giác ABC (AC > AB), vuông tại A. Cho biết AB = c và 
AC = b. Dựng trẽn AB, AC và vể phía ngoài tam giác ABC các tam giác 
vuông cân ABD và ACE có các cạnh huyền lần lượt là AB, AC. 

a) Chứng minh rằng các điểm E, A, D thẳng hàng. 

b) Tính diện tích tứ giác BDEC theo b, c. 
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c) Gọi M lã trung điểm của cạnh BC. Chứng minh rằng tam giác 
DME vuông. 

d) Đường thẳng ED cắt dường thẳng CB tại F. Hãy tính các tỉ số 

FB ^ FB' _ _ 

—— và —— theo b, c. 

FC BC 



a) Hãy tính tổng: \ 

A, + a 2 ; a 3 + \ — V . 

b) SgDEC = (^) 

/N /N 

c) Hãy tính tổng M, + M 2 

d) Xét cặp tahì giác FBD và FCE 

FB c FB c 

Kếtquả—= - 

CHÚ Ý - Hãy: 

1. Trình bày ý nghĩa của giả thiết AC > AB đối với bài toán. Nêu không 
có giả thiết này thi có thể có kết quậ gì? 

2. Qua cách giải, lưu ý thêm một phương pháp chứng minh ba điểm 
thẳng hàng. 

Bài 270 

Cho hình vuông ABCD cạnh a. Gọi I là trung điểm của AB. Trên tía 
DC dặt doạn CM = a, trên tia BC dặt đoạn CN = 2a, trên tia CD dặt doạn 
DP = 2a, trên tia DA đặt đoạn AQ = 3a. 

a) Chứng minh rằng các tam giác IAD, MCN, PDQ dồng dạng. Hãy 
so sánh các đoạn thẳng ID, MN và PQ vể dộ lớn và về phương của chúng. 

b} Xác định hình dạng của tam giác MPQ và của tứ giác MNPQ. 
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c) Gọi E là trung điểm cùa PN, F là trung diêm của QM. Chứng minh 
rằng bốn điểm E, D, I, F thẳng hàng. 

d) Chứng minh rằng I là trung điểm của NQ. 

e) Đường thẳng QM cắt đường thẳng PN ở s. Gọi R là trung điểm 

của PQ. « 

Chứng minh rằng ba đường thẳng SR, QN, CD đổng quy. 



GỢI Ý: 

b) A MPQ cân. Tứ giác MNPQ 
là hlnh thang. 

d) Chứng minh NFQD là hình 
bình hành. 

e) Chứng minh M lả trung 
điểm của SQ, N là trung điểm PS. 

CHÚ Ỷ: Hãy rút ra một phương 
pháp để chứng minh ba đương 
thẳng đổng quy. 


I Bài 271 Ị 

Cho một hình thang vuông ABCD (A = D = 90°), AB = a, CD = b và 
BC = a + b. 


a) Chứng minh hệ thức AD 2 = 4ab. 

b) Gọi E là một điểm nằm trên cạnh BC sao cho BE = a. Chứng minh 
rằng tam giác DEA là tam giác vuông. 


c) Gọi o là trung điểm của cạnh AD. Chứng minh rằng DE vuông 
góc với oc, AE vuông góc VỚI OB. 

d) Tính góc BOC. 
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GỢI Ý: 

a) Áp dụng định lý Pythagore vào 
tam giác BB’C. 

/V /N 

b) Tinh E 1 + E 2 

c) Chứng minh oc là trung trực của 
DE. 

d) BOC = 90°. 


Ị Bài 272 Ị 

Cho một hình thang vuông ABCD (A = D = 90°), AD = a, AB = b, 
DC s c. Gọi I là giao dỉểm của các dường chéo AC và BD. 

a) Chứng minh rằng dỉểu kiện cẩn và đủ dê hai dường chéo AC và 
BD vuông góc với nhau ỉà hệ thức sau đây dược thỏa mãn: 

a 2 s bc (*) 

b) Gọỉ K là trung điểm của cạnh bẽn AD; M, N là trung điểm của 
các cạnh dáy DC, AB. Giả sử rằng hệ thức n dược thỏa mãn. Chứng 
minh rằng MN vuông góc VỚI KI. 

0 ) Chứng minh rằng nếu haỉ dường chéoAC 
nhau thì ta có hệ thức: 

BC 2 s AB 2 + DC 2 - AD 2 

Điểu ngược lại có đúng không? 

GỢI Ỷ: 

a) Chứng minh: 

AC 1 BD => a 2 = bc 

Hãy để ý đến các tam giác ADC và BAD. 

Ngược lại: 

a 2 = bc => AC 1 BD. 


và BD vuông góc VỚI 


D M c 
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Hãy tinh tổng A, + D, 

c) Áp dụng định lý Pythagore vào tam giác BCC. Hãy chúng minh điểu 
ngược lại cũng đúng. 

Bải 273 

Cho một tam giác ABC. 

a) Chứng minh rằng nếu diều kiện cẩn và đủ dể. góc Đ gấp đôi góc 
c là: 

AC 2 5S AB(AB + BC) (*) 

b) Giả sử hệ thức (*) được thỏa mãn, góc c phải nhận những giá 
trị trong khoảng nào dể tam giác ABC có tất cả các góc dểu nhọn. 

GỢI Ý: 

a) Từ hệ thức AC 2 = AB{AB + BC) 

Hãy nghi đến việc xét sự đồng dạng của tam giác ABC với một tam 
giác có chung cạnh AC và có một cạnh có độ dài bằng AB + BC. 

d) Đáp số: 30° < c < 45°. 

Bài 274 

Cho hai dỉểm A, B ở trên một dường thằng d.'Trong cùng nửa mặt 
phẳng bờ là dường thẳng d ta kẻ hal tla Ax, By vuông góc VỚI d và lếy 
trên Ax một dỉểm c, trên By một dlểm D sao cho hệ thức sau đây đựợc 
thỏa mân: 

AB 2 = 4AC.BD (1) 

a) Chứng minh rằng CD = AC + BD. 

b) Gọi o là trung điểm của đoạn thẳng AB. Chứng minh hệ thức: 

' CD 2 a oc 2 + OĐ 2 

c) Gọl M là hình chiếu của điểm o trên doạn thẳng CD. Chứng minh 
rằng khi hal điểm c, D di chuyển trên Ax, By nhưng hệ thức (1) vẵn được 
thỏa mãn thì OM có dộ dài không dổi. 
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d) Gọi N là giao điểm của AD và BC, p là giao điểm của ©c và AM, 
Q là gỉao diểm của OD và BM. Hãy chứng minh: 

a) MN n AC; 

P) PQ // AB; 

Y) Ba điểm p, N, Q thẳng hàng. 

GỢI Ý: 

a) Kẻ đường CE 1 BD. 

Áp dụng định lý Pythagore vào tam giác CED. 


b) Chứng minh A COD vuông. 

c) Áp dụng kết quả câu b) hoặc 
chứng minh tam giác AMB vuông. 

AN CM 

d) a) Chứng minh:—= — 

p) Nhận xét p là trung điểm 
AM. Q là trung điểm BM. 

y) Thay việc chứng minh ba 
điểm p, N, Q thẳng hàng bằng việc 
chứng minh ba đường thẳng PQ, 
AD, BC đống quy tại điểm N (sử 
dụng định lý đảo của định lý chùm 
thẳng song song). 



đường thẳng đống quy cắt các dường 


Bài 275 I 

Cho tam giác ABC. Trên cạnh BC ta lấy hai điểm p, Q sao cho 


BP PQ QC 

T~' 2 " 3 

và trên cạnh AC, lấy một điểm R sao cho: 

RA 1 

RC ~ 2 ' 
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Ba cắt AP ở T và AO ở $. 

Tính tỉ số diện tích tứ giác PQST và diện tích tam giác ABC. 

(Dế thi tuyền sinh Khoa sinh vật 
Trường Đại học Tổng hợp Mascơva 1983) 


GỢI Ý: 


Từ R kẻ đường song song với BC cắt 
AQ ở M, AP ở L. 

SR _ J_ S SB Q _ 3 - 

BS 3 Srbc 8 

Ta cũng có 

LR 1 TR _ S TB p ^ 1 

PC 3 BT 3 S RB 0 ^ ® 

5 

với SpQST = SsBQ - Sỵbp = “SrbC 

1 D 


Mặt khác 


Srbc_ = 2_. SpQST _ 5 
Sabc 3 ’ S ABC 24 



[Bài 276 I 

Cho một tam giác có ba góc nhọn. Hãy nộl tiếp trong tam giác ấy 
một hình chữ nhật có diện tích lớn nhất. 


GIÁT (Vắn tắt) 


c 



Cách ĩ. 

Phân tích: Giả sử ta đã dựng được 
hình chữ nhật KLMN nội tiếp trong 
tam giác ABC, sao cho hai đỉnh K, 
L nằm trên AB, M trên CB, N trên 
AC. Kẻ đường cao CD và đặt: 


AB = c, CD = h, NK = X, KL = y 
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A CMN «/> A CBA => y = -£-(h - x) 

c _, ch c ( M 2 
VậyS KLMN = xy = x 't (h ~ x) 4 hl x 'tj 

2 

S KLMN đạt giá tr - lớn k* 1 * ( x " "2 ) = 0 tức là x = "2 hay 
MN là đường trung bình của tam giác ABC. Lúc đó: *2 S ABC 


Cách 2: 


Ta dựng hình chữ nhật 
KLMN có MN là đường trung 
bình của A ABC. Ta chứng 
minh đó chính là hình chữ 
nhật có diện tích lớn nhất 
trong các hình chữ nhật nội 
tiếp trong A ABC. 


c 



Giả sử hình chữ nhật 
K’L’M’N’ cung nội tiếp trong 

A ABC, và điểm N’ thuộc đoạn AN. Như vậy AN’ < N’C. Trên N’C 
ta có thể lấy một điểm E sao cho N’E = AN’. Kẻ qua E đường thẳng 
song song với AB, cắt BC ở F. Hình.thang ABFE nhận đoạn thẳng 
M’N’ làm đường trung bình và có chiều cao ED í= 2K’N\ Ta có: 


S ABFE = M’N’.ED = 2M’N’.K’N’ = 2S K>L>M , N , (1) 

Nhưng rõ ràng là S ABFE < S ABC (2) 


Từ (1) và (2) suy ra: 

S K’L’M’N’ < ~2 S ABC 


hay S K>L , M , N , < 
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Trường hợp điểm N’ thuộc đoạn NC, ta cũng chứng minh được 
S K’L’M’N’ < S KLMN 

hay hình chữ nhật nhận đường trung bình MN làm một cạnh là 
hình chữ nhật phải tìm. 

CHÚ Ý: Các bạn hãy suy nghĩ vể các vấn đề sau: 

1. Bài toán náy có bao nhiêu nghiệm hình? 

2. Tại sao có giả thiết tam giác có ba góc nhọn? Nếu giả thiết này không 
được thỏa mãn thì sao? Giả thiết tam giác có ba góc nhọn được sử dụng 
ở chỗ nào trong quá trinh giải bài toán? 

Bài 277 

Cho một tam giác ABC có các góc nhọn. Dựng,một hình chữ nhật 
nội tiếp trong tam giác ABC có chu vi 2p cho trước. 

GỈÁI 


Phân tích: 

/\ 

Giả sử A * 45° và đã dựng được hình chữ nhật KLMN. Trên 
cạnh AC lấy đoạn AD = p. Kẻ DR // AB. Kéo dài KL cắt DR tại 
H. Ta có LM = LH; 

LK + ML = KL + LH = p 


13 



Vậy L phải là giao 
điểm của BC với tập hợp 
các điểm có khoảng cách 
đến AC bằng LH. 

Cách dựng: 

Trên cạnh AC, lấy 
điểm D sao cho AD a p. 
Lấy điểm N 1 bất kỳ trên 
đoạn AĐ, dựng NjTj 1AC 
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và T.R // AC. Trên DR lấy điểm Rj tùy ý, kẻ RịRj // AC và 
R r 2 = Nl T r Kẻ R 2 x // DR, cắt TjR tại T. Đư ^J hẵng DT cắt 
BC tại L. Từ L ta dựng được hình chữ nhật LKNM. 

Chứng minh: 

TMi TD 

A TIV^D </> A LMD => LM - LD 
TR _ TD 

A TDR ^ A LDH => ~ 


Từ đó ta có LM = LH (TMị - TR) 

Biện luận: 

Đặt KL = X, AC = a, BC 1 = n, ta có 

± = h _=> X = * h), 0 < X < a 

X h-(p-x) a-h 


p > h 

a > h hoặc 
p < a 


p < h 
a < h 
p > a 


Để dựng được hình chữ nhật LKNM thì điều kiện cần và đủ 
là: 

1. Các góc của tam giác phải nhỏ hơn hay bằng 90°; 


2. Với h < a thì h < p < a; 

Với a < h thì a < p < h; 

Đặc biệt, với a = h thì a = p = h. 
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Bài 278 


Dựng một hĩnh thang biết một góc, hai dường chéo và dường trung 
bình của hình thang. 


GỢI Ý: 

Giả sử ta cần dựng hình 
thang ABCD với các dữ kiện cho 
trước: 

AC = /, BD = m, MN = n 
vả A = tt 

Từ c kẻ đường song song 
với BD, cắt AD tại D\ Ta có thể 
dựng được tam giác phụ ACD' vl 
AC = I, CD' = BD = m và AD' = 2n. 


B c 



Sau đó, ta xác định các đỉnh B, D như sau: 

“ Đỉnh B. Tim giao điểm của đường thẳng song song với AD kẻ từ c 
với đường thẳng Ax kẻ từ A hợp với AD’ một góc a. 

- Đỉnh D. Tim giao điểm của AD’ với dường song song kẻ từ B với CD' 
(hoặc giao điểm của AD' với cung tròn tâm B, bán kính m). 

Bài toán chỉ có nghiệm khi a < 180° và 


Bài 279 



0 


1 

Ẽ 

F 


>K 


I/ - ml < 2n < / + m 


Đố vui: Hình gi đáy? 

Một học sinh vẽ lẽn bảng một 
hình thang ABCD (vđl AB // CD), 
đường trung bình EF và đoạn thẳng 
OK, kẻ từ giao đỉểm o của hai đường 
chéo đến cạnh đáy lớn AĐ. Trong giờ 
ra chơi, một học sinh tỉnh nghịch dem 
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xóa tất cả các yêu tố khác, chi giữ lại cỏ hai đoạn thẳng EF và OK như 
hinh vẽ. Các bạn thử khôi phục lại hình thang ABCD! 

I Bài 280 

Dựng một tứ giác ABCD cho biết các cạnh AB = m, CD s n, các 
đường chéo AC = p, BD = q và góc giữa hai đường chéo là oc. 


OỢI Ỷ: 

Kẻ AE // BD 

DE H AB. 

Dựng tam giác AEC với AE = q 

AC = p 
và EAC = a 

Sau đó xác định điểm D bằng cách tlm 
giao điểm cùa hai cung tâm E, bán kính m 
và tâm c bán kính n. 

Các bạn tìm cách dựng điểm B. 

I Bài 281 

Cho một đường gấp khúc ABCDE (như hình vẽ, VỚI AB song song 
vđi DE) giới hạn một mảnh vườn. Ngứờl ta muốn rào lọi mảnh vườn theo 
dường gấp khúc 161 AMNE để làm mất góc lõm c nhưng văn đảm bảo 
yêu cáu không lồm thay đổt diện tích mảnh vườn. 

a) Hãy tìm một vị trí thích hợp của đoạn thẳng MN 

b) Biện luận vể sô' lời giải. 

G1ÁI (vắn tắt) 

Kẻ qua c đường PQ vuông góc với AB, ED. Như vậy, ta chỉ 
cần tìm một đoạn MN sao cho diện tích cúa tứ giác PQNM bằng 
tổng diện tích hai tam giác PBC và QDC là đú. 


E 
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Gọi <’P = h, CQ = h\ PB = a, 
QD = a\ PM = X, QN = x\ 

Từ S FQNM = S PBC + S QDC ta có: 


X + x' 
2 


(h + h') = -ậ- + 
2 


a'h' 

~~ 2 ~ 


( 1 ) 


Nếu gọi RS là đường trung bình 
của hình thang PQNM thì 



ah + a'h' 

Từ (1) ta có RS = 2(h7h 7 r ^ đây ta có cách dựng: Kẻ 

PQ X AB (và ED). Qua trung điểm R của PQ kẻ đường vuông góc 

_■ _ _ ah + a'h' 

với PQ và lấy trên đó đoạn RS - "2(h"+h') 

Ta được điểm s. Qua s kẻ một đường thẳng cắt AB ở M và 
ED ỗ N. Đó chính là đoạn MN phải dựng. 

b) Bài toán có vô số Idi giải. Mọi đường thẳng qua s mà cắt 
AB đều chấp nhận được. 

Bái 282 

Cho hãi đưởng thẳng XX’ và y’y. Tìm tập hợp những điểm M trong 
mặt phẳng sao cho tổng các khoảng cách từ M đến hai đường thẳng 
ấy bằng một độ dài / cho trước. 

GIẢI (Vắn tắt) 

1. x’x // y’y 

Gọi h là khoảng cách giữa hai đường thẳng song song x’x và 

y’y thì: 

a) nếu ỉ < h: Tặp hợp điểm M là tập hợp rỗng 
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b) Nếu / = h thì tập hợp cậc đièm 
M mà MP + MQ = / = h = PQ là 
phần mặt phăng giới hạn bới hai 
dường thắng x’x và y’y. 

l-h p 

c) Nếu / > h thì MP =— 

Ta thấy ngay M di chuyển trên một đường thẳng a song song 

với x’x và cách x’x một khoảng MP = —— • Do tính chất đôi xứng 
M cũng chạy trên một đường thẳng a’ song song vói y’y và cách 

y’y một đoạn ——. Vậy tập 

hợp điểm M là hai đường 

thẳng a và a’ nằm ngoài phần 
mặt phẳng giới hạn bởi x’x 
và y*y, song song với x’x hoặc 

y’y và cách mỗi đường này 
l -h 

một khoảng là - —. 

2. x’x và y’y giao nhau tại một điểm o. 




Ta xét trường hợp điểm 
M nằm trong góc xOy. Ta cần 
tìm tập hợp điểm M sao cho 
MP + MQ = / (không đổi). M, 
chạy trên đoạn thẳng AB sáo 
cho tam giác AOB cân, đỉnh 
là o và có đường cao AH = / 

Ta dựng điểm A như sáu': 
Dựng đường thẳng song song 
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và cách y’y một đoạn là /. Đường này cắt XX tại A. Việc dựng tam 
giác cán AOB là dễ dàng. 

Khi M nằm trong góc x’Oy thì tập hợp điểm M là đoạn BC. 
Khi M nằm trong góc x’Oy’ thì tập hợp điểm M là đoạn thẳng CD. 
Khi M nằm trong góc y’Ox thì tập hợp điểm M ỉà đoạn thẳng da' 

Ta dễ dàng chứng minh được tứ giác ABCD là hình chữ nhật. 

Vậy tập hợp điểm M là hình chữ nhật ABCD có các đỉnh A, 
B, c, D nằm trên các đường thẳng x’x, y’y và khoảng cách từ mỗi 
đỉnh đến đường thẳng không chứa nó bằng /. 

Bài 283 


Cho một hình binh hành ABCD. Một dường thẳng di qua đỉnh A cắt 
dường chéo BD ở điểm I, cắt cạnh BC ở díểm M và cắt dường thẳng 
DC ỏ điểm N. 

.IN IA 

a) Chứng minh 

IA IM 

b) Một đường thẳng di qua đỉnh c và song song VỚI đường chéo 
BD cắt AN tại dlểm E. 

Chứng minh bốn điểm A, E, N, M hợp thành một hàng điểm điểu hòa. 

QỢl Ỷ: 


a) Sử dụng định lí Thalès 

b) Kết luận dựa theo hệ 
thức Newton 



Bấi 284 

Cho hình bình hành ABCD cổ díộn tích s. 

a) Hây dựng hai dường thẳng AM, AN chia hình bình hành thành 
ba phán có diện tích bằng nhau. 
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b) Tính diện tích của tam giác AMN. 


GỢI Ỷ: 



b) Dễ thấy MN H DB, và A CMN 
S CMN = "^8 s S AMN = ' 


S ABM 1 . BM _ 

SạbcD 3 B ^ 3 

DN 2 S AMCN 1 . 

DC 3 Sabcd 3 

Từ đó các bạn suy ra cách 
dựng. 

í A CBD 



Bài 2851 

Cho hình thang ABCD có hai dáy là AB = 2a, CD = a. Hãy dựng điểm 
M trên dường thẳng CD sao cho: 

a) Đường thẳng AM cắt hình thang thành hal phẩn có diện tích bằng 
nhau. 

b) Đường thẳng AM cắt hỉnh thang thành haỉ phần mà phẩn có đỉnh 
D có diện tích bằng n - 1 lẩn diện tích phẩn kia (n là số tự nhiên lớn 
hơn 2). 


GỢI Ỷ: 



a) Nối AC, qua D kẻ Dy // AC, 
cắt đường thẳng BC tại E. Gọi I là 
trung diểm EB: Nối Al, cắt dường 
thẳng DC ở M. M là điểm phải dựng. 

b) Giải như câu a. Thay cho 
việc lấy I là trung điểm EB ta lấy 
điểm J dể: 
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JB 

EB ~ 

Bải 286 

Cho tam giác ABC; N là trung điểm của AB, M la trung điếm của 
AC; p và Q là các điểm nằm trên BC sao cho BP = PQ = QC; BM cắt 
NP và AQ tại K và L. So sánh điện tích tam giác ABC VỚI diện tích tứ 
giác KLQP. 

(Dề thi chọn học sinh giỏi toán cấp II Hà Nội - 1981) 
GIẢI (vắn tắt) 

K là trung điểm của BL. 

S PKB “ S PKL = S 1 

Ta cũng có 

S LBP = S LPQ = S LQC = S 2 = 2S 1 
Kẻ CR // AQ cắt BM kéo dài tại R. Ta có: 

S ALC = S LCK ^ S LQCR = S ACQ 

hay S L QCR=-^p- (Ị) 


Mặt khác: 



S ABC =5 
S KLQP 
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ỉ Bài 287 I 

Trong tam gỉác đều ABC, ta vẽ các đoạn thẳng AK, BL và CM, và 
được diện tích các tam giác PQR, AMP, BKQ và CLR tương ứng bằng 
s 0 , s v s 2 và S 3 vòi 

$0 = s, + s, + s, 

Chứng minh rằng AM +• BK + CL = AB 

(Đế thi vô địch toán lớp 10 , CHLB Nga, 1991) 


OỢI Ý: 

Gọi a, b, c là diện tích cùa các tứ 
giác tương ứng CKQR, APRL và 
BOPM: gọi s là diện tích tam giác ABC. 

S} + c + S 2 BK Sg + 3 * S 3 ^ CL 

i 'bc' s ca' 

S 3 4- b + Sj AM 

S ’ AB 


c 



Cộng từng vế các đẳng thức này 
và sử dụng các giả thiết (ABC déu; S 0 = S 1 + S 2 + S 3 ). 


I Bài 2881 

Hình thang ABCD (AD // CB và AD > CB) có các dường chéo AC 
và BD vuông góc VỚI nhau, và có dường trung bình bằng m. Trên dáy 
AD ta lây một điểm M sao cho AM = m. Tìm chiều dài của đoạn MC. 

(Đề thí vô địch toán lớp 9, CHLB Nga, 1991). 

Bài 289 

Đường thẳng di qua trung điểm hai cạnh đối diện của một tứ giác 
lồi làm thành với các dường chéo của tứ giác hai góc bằng nhau. Chứng 
minh rằng tứ giác dó có haỉ dường chéo bằng hhau. 

(Đề thi vô địch toán lớp 9. ngày thi thứ nhất. Liên Xô. 1990) 
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Bài 290 



Qua một điểm tùy ý trong tam 
giác, người ta kẻ ba dường thẳng 
song song với cốc cạnh của nó, chia 
các cạnh thành những đoạn thẳng a r 
a 2 , a 3 , b v b 2 , b 3 , Cy c 2 , Cg, như hình 
vẽ. Chứng minh rằng: 

a i b 1 C 1 = a 2 b 2 C 2 = a 3 b 3 C 3' 

(Dế thi vô địch toán lớp 7, ngày thi 


thứ hai, Liên Xô, 1990) 

1 Bài 2911 

Cho một tam giác bâ't kỉ ABC. Một đường thầng d cắt tam giác sao 
cho khoảng cách từ đỉnh A đến d bằng tổng các khoảng cách từ các 
đỉnh B và c đến d. Chứng minh rằng tất cả các đường thẳng d như vậy 
dểu đổng quy tại một dlểm. 


(Dể thi vô địch toán lớp 7, vòng II, Mascơva 1963) 


OỢl Ỷ: 


Xét các trưởng hợp đặc biệt khi d qua B và d qua c. Từ đó, suy ra 
kết luận cho trường hợp tổng quát. 

Bài 292 

Cho một tứ giác lổl ABCD và một diểm M thuộc miền trong của tứ 
giác; p, Q, R và s dối xứng VỚI M qụa trung điểm các cạnh của ABCD. 
Tim diện tích của tứ giác PQRS. 

(Đề thi vô địch toán Mascơva, 1963) 

QỢl Ý: 

Gọi diện tích ABCD là s. Các đoạn thẳng nối trung điểm các cạnh của 
ABCD tạo thành một hình bình hành có diện tích s/2. Các đoạn thẳng dó 
lại là dường trung binh của các tam giác MPQ, MQR, MRS, MSP. Đáp số 
2 $. 
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Bài 293 ỉ 

Cho tam giác ABC trong dó cạnh AB lớn hơn cạnh BC. Vẽ cậc dường 
phân giác AK và CM (K trên BC và M trên AB). Chúíng minh răng 
AM > MK > KC. 

(Dẻ thi vò đích toan lớp 9. vòng I. Mascơva. 1965) 


GỌI Y: 

Chứng minh rằng MK cắt AC kéo dài vé phía c. suy ra 
ÁCM = MCK > CMK 

Bài 294 

Cho một hình lục giác ABCDEF. trong dó các góc ở dinh A, c, E 
bằng nhau và không vượt quá 180°, dồng thời 

ẤBF = CBĐ = AFB = EFD 

Chửng minh rằng nếu điểm A’, dối xứng với đỉnh A ^ ua đ ^ ờn 9 ^ 
BF, không nằm trên dường thẳng CE thì tứ giác A’CDE là hình bình hành. 

(Dề gửi đến Hội đổng thi toán quốc tế; 1983, do Bỉ dé nghị) 

GỢt Ỳ: 

Chứng minh các cặp tam giác dồng dạng. 

FA’E và FBD 
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Bài 297 Ị 

ỏ mién trong của tam giác ABC ta lấy một điểm p và trên các cạnh 
AC và BC lấy các điểm tương ứng M và L sao cho 

PAC = PBC và PLC = PMC = 90°. 

Chứng minh rằng nếu D là trung điểm của cạnh AB thì DM = DL 

(Thi vô ách toán Nam Tư, 1983) 

GỢI Ý: 

Lấy E và F, trung điểm của các đoạn thẳng AP và BP. Chứng minh 
hai tam giác DEM và DFL bằng nhau. 

Bài 298 

Gọi B.ị VỚI i, j e { 1 ; 2; 3} là điểm đối xứng của đỉnh Aị của tam giác 
A A_A qua dường phân giác của góc A-. Chứng minh rằng các dường 
thang B, 2 B 21 , bJb 31 và B 23 B 32 song song với nhau. 

(Thi vô địch toàn Bungari, 1982) 


GỢI Ý: 

A 2 A 3 và B 21 B 31 cắt nhau ở C 1 trí 
Chứng minh hai tam giác B 12 C,B. 

®12^1 _ ®12 A 2 - C-| A 2 _ A 1 A 2 
B 13 c t ” B 1 3 A 3 -CiA 3 a 1 a 3 

= A 1 A 2 
A 1 A 3 

Tương tự: 

B 21 C 1 _ A 1 A 2 
B31C1 A 1 A 3 


dường phân giác của góc A r 
và B 13 C,B 31 dồng dạng: 

C 1 A 2 

C1A3 
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I Bài 299 Ị 

Chứng minh rằng nếu một ngũ giác ABCDE có các cạnh bằng nhau 
và các góc thỏa mãn các bất đẳng thức: 

Ạ A A A /N 

A>B>CỉĩD>E 

thi đó là'ngũ gỉác đểu. 

Bài 300 

Cho tam giác P 1 P 2 P 3 ; p là một điểm ở trong tam giác đó: p,p, P 2 P 
và P 3 P cắt các cạnh đốỉ diện ớ Qj, Q 2 , Q 3 . Chứng mình rằng trong cac 
tỉ số 

PịP P 2 P P 3 P 
PQt ; PQ 2 PQ 3 

có ít nhất một tỉ số không lớn hơn 2 và ít nhất một tỉ số không nhỏ 
hơn 2 . 

(Dề thi vô địch toán quốc tế tần thù ba, 1961) 
GIÁl 

Ta kẻ các đường trung tuyến PjM r P 2 M 2 , P g M 3 cắt nhau ở s, 
chia tam giác đã cho thành 6 tam giác SM*P 2 , SP 1 M 2 ,... 

Nếu P trùng với s thì cả ba, tỉ số cùng bằng 2 và bài toán đã 

được giải. 

Giả sử p Ạ s, thế thì P nằm 
trong (hoặc trên các cạnh) của một 
trong 6 tam giác SMịP.. 

Giả sử p nằm trong tam giác 
SM 2 P r 

Ta vẽ SA // P l P 3 (A trên P 1 P 2 ) 
và SB // PgPg (B trên PịP 3 )- Ta có 
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PịB P^A = 2 
BP:ị APi 

Do đó điếm B nàm giữa M 2 và P 3 và tam giác SM 2 Pj nam trong 
hình thang ASBP ] 

• Gọi c là giao điếm cùa SA với đoạn thẳng pp <2 và D là giao 
điểm cùa SB với đoạn tháng PQ r Ta có: 


P]P 

, Pi D 

_ PiS 

PQi 

DQi 

SMi 

P2P 

P 2 C 
> —2— 

P 2 S 


PQ 2 cq 2 sm 2 


nghĩa là tỉ số PjP : PQ X không lớn hơn 2 (nhỏ hơn hay bằng 2), 
con tỉ số P 0 P : PQ,J không nhỏ hơn 2 (lớn hơn hay băng 2), đpcm. 

Bài 301 

Cho một tam giác có độ dài các cạnh là a, b, c đồng thời 

a - b = b - c 

M là giao dỉểm các trung tuyến, p là giao điểm các dường phân giác 
trong của tam giác đã cho, chứng minh rằng đoạn thẳng MP song song 
vổí cạnh có dộ dài b. 

(Dề thi chọn học sinh giỏi toán cấp II toàn quôc 1977) 
GIAI (vắn tất) 

BC = a, AB = c, AC = b. 

Kẻ MI 1 AC. 

vi MI // BH nên: 

MI MD _ 1 (1) 

BH BD 3 
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B 



Vì p lá giao điếm cứa các 
đường phán giác nên p cách’ đều 
ba cạnh, PK = PJ = PE. 

S ABC = \ BH AC - \ BH ■ b (2) 

S ABC = “ PK( AB + BC + CA) 

2 


= ị(a + b + c) • PK . 
2 

Nhưng doa-b = b- e nên a + c = 2b. 


Vậy: S A BC=ịPK 3b = |pK b (3) 

Từ (2) và (3) suy ra: 

PK 1 

BH ~ 3 (4) 

Từ (1) và (4) suy ra: PK = MI 

Từ đây suy ra PM // AC (vì tứ giác PMIK là hình chữ nhật). 
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MỘT số GỢI ý về 

CÁC BÀI TOÁN CHƯA CÓ KẾT LUẬN 

Chương I 

24. Tứ giác MNPQ là hình thang cân 

25. 1. A ADE cân, đỉnh A 

2. DF 1 AE 

47. Tứ giác MNPQ là hình bình hành 

48. 1. Tứ giác OPQN là hình bình hành 
2. Tìm tất cà các hình bình hành 

49 1. 0 là trung điểm của đoạn thẳng IJ 

2. DIBJ là hình bình hành tâm 0 

3. E, F theo thứ tự là trung điểm của AB, CD 

4. Ba điểm E, o, F thẳng hàng 

61 1. A là trung điểm của IJ 

2. ĨJ = 2EF 

3. A ABC = A MIJ 

72 1. IJKL là hình bình hành 

2. IJKL và ABCD có cùng tâm 
73. 1. B là trung điểm của EF 

2. So sánh các đoạn thẳng EF, GH với các cạnh của hình chữ nhật 

3. Với vị trí nào của M đế EFGH là hình chữ nhật 

83 1. EFGH là hình bình hành 

2. AF II DF. BH II CH 
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3. AF, BH, DF, CH cắt nhau tại 4 điểm là đỉnh của một hình thoi 
84 IEGH là hình thoi, tâm o. 

Chương II 

176. 1. (H) là hình bình hành 

2. (H’J là hình bình hành 

3. Cóc đỉnh của (H) là trung điểm của các cạnh của (H’) 

4. Các cạnh của (H) thì song song với các cạnh của ABCD, 
còn các cạnh của (H’) thì song song với các đường chéo AC, 
BD. 

5. (H), (H’), ABCD có chung tâm đối xứng. 

6. Khi ABCĐ là hình chữ nhật thì (H) là hình chữ nhật, (H’> 
ỉà hình thoi. Khi ABCD là hình thoi thì (H) lài hình thoi 
còn (H’ỉ là. hình vuông. 

186 1. MNPQ là hình bình hành 

2. 1. Chỉ rõ các hình bình hành trên hình vẽ 

„ , . BP DN 

2. So sánh các tỉ số ———. 

BC DA 

207. 2. PH // CK, QK // BH, PQ // BC 
209. Ba điểm Q, p, C thẳng hàng 

208. 1. Các cập tam giác đồng dạng 

A DFE </> ủ BCE 
A DEC A BEG 
2. Hệ thức 

EC 2 = EF.EG 
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